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Kapitel 1

Einfiihrung

Matrizen beschreiben Abbildungen oder Verdnderungen. Diese konnen geometri-
scher Art sein. Gerade in der Computergraphik werden oft Matrizen benutzt um
Bilder schnell verdndern zu kénnen. Schriftzeichen kénnen durch Angabe einer
Matrix kursiv gesetzt werden (so in der Druckersprache Postscript). Verdanderun-
gen sind aber nicht nur auf die Geometrie also einem Raum beschréankt. Es kann
sich auch um Molekiiliibergénge handeln. So kann z. B. die gesamte Quantenme-
chanik entweder mit Wellen oder mit Matrizen beschrieben werden.

Unser Beginn soll dort sein, wo wir schon mal Matrizen kennengelernt haben:
Beim Losen von linearen Gleichungssystemen.

Beim Losen von linearen Gleichungssystemen galt es eine Losung fiir « und y

zu finden:
12\, (13
2 1)~ (1

Diese Schreibweise ist gleichbedeutend mit:

r + 2y = 13

2 + y = 11
x =3 und y = 5 sind eine Losung (wenn Sie 3 und 5 fiir x und y einsetzen,
erhalten Sie 13 bzw. 11).

Wenn man die Matrixschreibweise benutzt, fehlten bisher immer x und y. Also
war diese Schreibweise eigentlich nicht ganz richtig. Besser ist folgende Schreib-

- ()

Dies kann man auch allgemein schreiben als:

M

=7

8y

M ist die Matrix, 7 ist der Losungsvektor:

1 2 - [z . (13
M—(2 1), x—(y) undv—(ll)

1
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v nennt man einen Vektor und man macht iiber dem Buchstaben einen Pfeil. In
der Geometrie steht der oberste Wert eines Vektors fiir die x-Richtung, der zweite
dann fiir die y-Richtung und der dritte Wert steht fiir die z-Richtung.
Zuriick zum Anfang. Bisher wurden x und y bestimmt. Was aber, wenn man x
und y hitte und man die Ergebnisse bestimmt? Kann man daran etwas erkennen?
Um sich dem Thema langsam zu ndhern, untersuchen wir eine folgende Ma-
trix, welche eine einfache Abbildung zugrunde liegt:

0 -1
v=1)
Wir probieren aus und setzen verschiedene Punkte fiir (Z) in folgende Gleichung

ein: (1) )
S 7 Oz + (=1l)y = b,
M7 =b oder { e + 0y b, }

S (x\ (3
X = ) = o
ergibt einen neuen Punkt:

o o (0 =1\ /3 [(0-3 + (-1)-2\ (-2
b_M'x_<1 0)(2)‘(1-3+ 0-2)_(3)
Dies kann man fiir weitere Vektoren durchfithren. Einen Eindruck der bewirkten
Verinderungen vermittelt die Abb.: L1l S. Bl

Wenn Sie sich die Abbildung [[.1] genau anschauen, vermuten Sie, dass dort
eine Drehung der Pfeile auf die zwei Punkte um 90° nach links um den Ursprung
stattfindet.

Wir werden in der Geometrie Streckungen, Drehungen, Spiegelungen usw.
untersuchen. Alle diese Abbildungen (und auch noch andere sogenannte linear
Abbildungen) werden wir durch Matrizen beschreiben und berechnen kénnen. Wir
werden aber nicht bei der Geometrie stehen bleiben. Fragestellungen werden z. B.
auch sein, wie sich Abbildungen verhalten, wenn man sie mehrfach hintereinander
ausfithrt, wann durch eine Abbildung ein Punkt auf sich selbst abgebildet wird.

Einsetzen von

1.1 Begriffe

Im folgenden werden die Begriffe Variable, Punkt, Vektor und Matrix unterschie-
den.

!Diese Abbildungen nennt man linear (weil keine Quadrate vorkommen und keine anderen
héheren Potenzen).
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Abbildung 1.1: In dieser Abbildung wird darge-
stellt, was mit zwei Punkten A und B passiert,
wenn sie mit der Matrix M (siehe Text) multipli-
ziert werden. Der rote Pfeil gibt jeweils an, wie die
einzelnen Punkte auf A’ bzw. B’ abgebildet wer-
den.

Sie sehen, dass die Pfeile jeweils um 90° gedreht
werden.

1.1.1 Variable

Variablen stehen fiir Zahlen (wie bisher auch) und werden durch einen kleinen
Buchstaben gekennzeichnet. Z.B. r, s usw.
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1.1.2 Punkt

Punkte haben im 2-dimensionalen einen x und y Wert. Im 3-dimensionalen einen
x, y und z Wert. Wenn Sie einen Vektor mit mehr als 3 Dimensionen haben,
benennen Sie ihn einfach mit zy, =5, z3, 4 usw. Ein Punkt gibt einen Ort im
Koordinatensystem an. Z.B.: der Brunnen befindet sich am Punkt P = (1]2).

Punkte werden durch Grofibuchstaben gekennzeichnet und die Angabe ihrer
Koordinaten erfolgt in einer Zeile.

1.1.3 Vektor

Untereinander oder nebeneinander geschriebene Zahlen mit einer Klammer nennt
man einen Vektor in der Mathematik: z. B.: (2) oder: (2,3). Ein Vektor kann
verschiedene Bedeutungen haben. Ein Vektor ist in der Mathematik einfach nur
Zahlen, die untereinander geschrieben werden mit einer grofien Klammer drum-
rum.

Vektoren werden durch kleine Buchstaben mit einem Pfeil gekennzeichnet: .

1 x-Komponente
Z= | 22| = | y-Komponente
T3 z-Komponente

Dieses Zahlentupel kann nun verschiedene Bedeutungen haben.

e In der Geometrie als Verschiebung:
Ein Vektor kann in der Geometrie eine Verschiebung angeben. Der Vektor
(2) deutet eine Verschiebung um 2 in x-Richtung und 3 in y-Richtung an.

Ein Verschiebung hat keinen Anfangspunkt! Diese Eigenschaft bereitet in
der Regel Schwierigkeiten. Aber die Verschiebung hat nur eine Richtung
und eine Lénge. Also kénnen alle parallele gleichlange Pfeile durch einen
Vektor angegeben werden.

Beispiele fiir eine Verschiebung: Fertighaus Typ klein:

,Gehen Sie von der Haustiir aus 3 Schritte geradeaus und 2 nach rechts,
dann treffen Sie auf die Kiiche.“ Der Vektor wére hier dargestellt als ei-
ne Anweisung von einem Punkt aus 3 Schritte entlang der y-Achse und 2
Schritte entlang der x-Achse zu gehen:

Beachten Sie, dass die Haustiir in der Welt beliebige Koordinaten hat. Diese
Anweisung gilt fiir jedes Haus (von diesem Typ). Sie sehen, dass die Angabe
eines Anfangspunktes fiir den Vektor in der Welt in diesem Beispiel auch
gar nicht sinnvoll ist.
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e In der Physik als Kraft:
Eine Kraft hat eine Richtung und eine Stérke. Die Kraft wird durch einen
Pfeil symbolisiert, der eine Linge und eine Richtung hat. Die Richtung wird
im 2-dimensionalen durch x- und y-Wert angegeben. Die Stérke durch die
Léange des Pfeils (Pythagoras: Liange = /22 + y2.

Auch hier wird kein Anfang benétigt. Denn die Kraft der Erde wirkt zum
Beispiel immer nach unten. Sie wirkt dort, wo Sie sich befinden. Die Kraft
einen Teller festzuhalten ist im Alltag immer gleich.

e In der Geometrie als Punkt:
Ein Vektor kann einen Punkt angeben z.B. im dreidimensionalen oder aber
natiirlich auch im vierdimensionalen Raum etc.

e In beliebigen ,Vektorrdumen® als Punkt:
In einem Lager einer Computerfirma kann ein Vektor den Lagerbestand
angeben. Dies ist also ein Beispiel, wo der Vektor nicht als Pfeil umgedeutet
werden kann.

Die z1-Komponente gibt die Anzahl der Motherboards an. Die zo-Komponente
gibt die Anzahl der Graphikkarten an. Die x3-Komponente gibt die Anzahl
der Liifter an. Die x4-Komponente gibt die Anzahl der Gehéduse an. Die
r5-Komponente gibt die Anzahl der Kabel an. Usw.

Ihr Koordinatensystem (somit Ihr Vektorraum) hat dann als Dimension
nicht mehr die x-Achse, y-Achse, sondern in der ersten Dimension wird
die Anzahl der Motherboards, in der zweiten Dimension die Anzahl der
Graphikkarten usw. aufgetragen.

e Im Vektorraum der Polynome: Auch Polynome kann man als Vektoren

beschreiben:
7
3 2 —4
Sr’ +2z° — 4 + 7 = 9
5
Mit der Basis:
1
T
72
23

e (Esoterisches Beispiel:) Sogar eine Matrix kann man als Vektor auffassen:

1 2 L
M—(3 4) T =

=W N =
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e Man kann aber natiirlich auch einen Vektor als eine ,besonders schmale®
Matrix auffassen: Als eine 1-spaltige oder 1-zeilige Matrix.

Vor allen Dingen unterscheiden Schulbiicher zwischen Vektoren und Punkten.
Dies ist aber nach dem oben gesagten nicht sinnvoll und im Gegenteil spéter an
der Uni, wenn Sie Mathe vertiefen, eher hinderlich. Ob Sie einen Vektor oder einen
Punkt haben ist bei den Rechnungen egal. Sie verwenden bei den Rechnungen
beides gleich. Dennoch ist es natiirlich sinnvoll, wenn Sie wissen, ob Sie einen
Punkt oder einen Vektor vor sich haben, denn Sie kénnen ja nicht ohne Sinn und
Verstand rechnen. Durch den Punkt kénnen Sie auch einen Vektor definieren,
dessen Lénge gerade der Abstand des Punktes zum Ursprung (also: (0]0)) ist und
dessen Richtung parallel zur Verbindung vom Ursprung zum Punkt ist.

Punkte werden als Zeilenvektoren dargestellt: (1]2). Vektoren werden im Text
manchmal auch platzsparend anders geschrieben:

2" = ()

Das T steht fiir ,transponierte“. Der Vektor wird dann nicht als Zeilenvektor
sondern als Spaltenvektor geschrieben.

1.1.4 Matrix

Matrizen sind Zahlen, die in einer quadratischen Tabelle angeordnet werden.
Mit Matrizen kann man lineare Abbildungen beschreiben (siehe kommende
Kapitel). Aber Sie kénnen mit Matrizen auch Gleichungssysteme l16sen.
Matrizen werden durch Groflbuchstaben gekennzeichnet; die Elemente der
Matrizen werden mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet.
Um die einzelnen Elemente einer Matrix anzusprechen geht man von folgender
einheitlicher Bezeichnung aus: Der 1. Index steht fiir die Zeile und der 2. Index
fiir die Spalte: my5 ist das Element in der 1. Zeile und 2. Spalte.

11 a2 13

mip Ma2
Myyo = oder Asxs= | ax ax as
Moy  Mo2

C11 Ci2 Ci13
CZ X3 =
Ca1 C22 C23

1 2 3
D:<4 5 6) d12:2, d21:4

a31 32 a3z

1.1.5 Begriffe bei Matrizen und Vektoren

1. Der Nullvektor: .
Zur Abkiirzung schreiben wir oft statt (§) oder (8) einfach nur 0 oder 0.
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Also bedeuten folgende Gleichungen dasselbe:

G 6 De=0)

2. Die Einheitsmatrix:
o 1 0
\0 1

A E=FE-A=A

Die Einheitsmatrix ist so wie die ,,1* bei der Multiplikation wie in: 3-1 = 3.

Es gilt:

3. Eine Diagonalmatrix hat nur von null verschiedene Elemente auf der von
oben links nach unten rechts verlaufenden Diagonale:

30 0 3
=) -0
A ist eine Diagonalmatrix, B nicht.

4. Eine obere Dreiecksmatrix ist eine Matrix, bei der alle Elemente unter-
halb der Diagonalen null sind. (Entsprechend ist eine untere Dreiecksmatrix
eine Matrix, bei der alle Elemente oberhalb der Diagonalen null sind.)

1 2 3 100
C=10 35 D=12 3 0
00 4 5 4 4

C ist eine obere Dreiecksmatrix, D ist eine untere Dreiecksmatrix.

Bei diesen Matrizen lassen sich die Determinanten besonders leicht berech-
nen.

5. Eine quadratische Matrix hat genau so viele Spalten wie Zeilen. Diese
Matrizen begegnen uns sehr hdufig. Z.B. kann man nur bei Abbildungen,
die durch quadratische Matrizen beschrieben werden kénnen, die Abbildung
eindeutig umkehren (also die Inverse bilden).

6. Die Einheitsvektoren: Die Spalten der Einheitsmatrix benennt man mit
einem kleinen e und einem Index, in welcher Zeile die 1 steht:

1 0 0
e = |0 ey = [ 1 és= |0
0 0 1

Die Einheitsvektoren stehen senkrecht aufeinander und sie haben jeweils
die Lange 1. Diese Eigenschaften machen sie so praktisch, dass man sie im
alltdglichen Leben unbemerkt immer als Basis z.B. des dreidimensionalen
Raumes benutzt.
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7. Die Spur einer Matrix M ist die Summe der Diagonalelemente (von links
oben, myq, bis rechts unten, m,,).

1.2 Multiplikation einer Zahl mit einem Vektor

Ein Vektor stellt in der Geometrie eine Verschiebung dar:

()

Diese hier sagt uns: Gehe 3 nach rechts und 2 nach oben. (Wo Sie starten ist
erstmal uninteressant.)

Wenn Sie nun das Doppelte nach rechts gehen wollen und das Doppelte nach
oben, dann schreiben Sie einfach:

5-2()- ()

Sie multiplizieren also einen Vektor mit einer Zahl komponentenweise. D. h. jede
Komponente des Vektors wird mit dieser Zahl multipliziert.
Genauso multiplizieren Sie auch eine Matrix mit einer einfachen Zahl:

3 4 6 8
M‘(z 5)’ 2M_<4 10)

1.3 Multiplikation einer Matrix mit einem Vek-
tor

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Multiplikation einer Matrix mit
einem Vektor. Wir werden uns zuerst anschauen, wie man eine Matrix mit einem
Vektor multipliziert und dann die Multiplikation mit der Probe bei Gleichungs-

systemen vergleichen.
0 -1\ (3
1 0 2

Dazu schreibt man sich den zu multiplizierenden Vektor etwas héher hin:

()
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Um den obersten Wert des neuen Vektors auszurechnen, muss man die Werte
aus der obersten Zeile der Matrix mit den entsprechenden Werten des Vektors
verkniipfen:

1. Wert der Matrix multiplizieren mit 1. Wert des Vektors

2. Wert der Matrix multiplizieren mit 2. Wert des Vektors

usw.

und dann addieren.

((1) —01 -3+(—1)-2:—2>

dann auch fiir die letzte Zeile:

0 — —2
10 1-340-2=3

(5)
() ()
0 9)6)-)

Nun vergleichen wir das Vorgehen der Multiplikation mit der Probe bei Glei-
chungssytemen. Als Gleichung wiirde die Aufgabe lauten:

()= ()

Dann miissten Sie das © = (3 ) bestimmen. Angenommen Sie haben gerechnet
oder jemand behauptet, dass die Losung x = 3 und y = 2 wire, dann machen Sie
die Probe durch Einsetzen:

5 1Y) =)

1.4 Léange eines Vektors

So ergibt sich dann:

Die Lénge eines Vektors kann man mit Hilfe des Satzes von Pythagoras berechnen
In Abb. [[2 S.[I0ist ein Vektor eingezeichnet: (§). Die Angaben bedeuten, dass
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101

D

-10

Abbildung 1.2: Die Lénge eines Vek-
tors hier (6/8)T kann mit Hilfe des Py-
thagoras berechnet werden. Es ergibt
sich ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Seitenldngen 6, 8 und 10.

man 6 nach rechts und 8 nach oben gehen soll. Es entsteht ein rechtwinkliges
Dreieck mit den Seitenldngen 6 und 8 (Katheten). Die Hypotenuse (der Vektor)
liegt dem rechten Winkel gegeniiber und ihre Lénge (I) kann mit dem Satz des
Pythagoras berechnet werden.

I =62+ 82=+/36+ 64 =100 = 10

Wenn man die Léange eines Vektors meint, dann schreibt man Betragsstriche um
den Vektor.

T

T= | |Z| = \/a3 + 23 + 23

x3
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1.5 Aufgaben

Aufgabe 1.1

Bestimmen Sie das Produkt von der Matrix M und dem Vektor ¢. Anders for-
muliert: Multiplizieren Sie die Matrix M mit dem Vektor -

(Losung siehe Seite [I3)).

2 3 L (1
v =)
Aufgabe 1.2

Bestimmen Sie das Produkt von M und a:

RCHIREG

(Losung siehe Seite [13]).

Aufgabe 1.3
Bestimmen Sie das Produkt von A und ¢
-2 01 2
A=13 1 2 c=15
0 1 1 1
(Losung siehe Seite [I3)).
Aufgabe 1.4
Bestimmen Sie das Produkt von B und Z:
1 2 —1
B= 2 2 1 r=1 2
-1 1 1 0

(Losung siehe Seite [13]).

Aufgabe 1.5
Bestimmen Sie das Produkt der Matrix M und der Vektor o:

2 1 1
1 0
(Losung siehe Seite [I4]).

Aufgabe 1.6

Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix, die jeden beliebigen Vektor unveréindert lasst
bei der Multiplikation.

Anders formuliert: Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix, die jeden beliebigen Vektor
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auf sich selbst abbildet.

Versténdlicher formuliert: Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix bei der das Produkt
mit einem Vektor wieder diesen Vektor ergibt.

(Losung siche Seite [14]).

Aufgabe 1.7

Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix, die jeden beliebigen Vektor verdoppelt bei
der Multiplikation.

Andere Formulierung: Bestimmen Sie eine Matrix, die einen beliebigen Vektor
um den Faktor 2 streckt.

(Losung siehe Seite [14]).

Aufgabe 1.8

Untersuchen Sie, welche Abblldung die Matrix M beschrelbt Wiéhlen Sie dazu
zwei beliebige Vektoren (@ und b) und multiplizieren Sie @ @’ = Maund b= "'Mb.
Zeichnen Sie die vier Vektoren @, a’ b und b’ evtl. in ein Koordinatensystem ein.

-1 0
=00 Y)
Diese Abbildung wird spéater noch gebraucht.
(Losung siehe Seite [I4]).

Aufgabe 1.9

1 23 3 4
a=(323) B=(37) o=

Welche der folgenden Matrizenprodukte sind sinnvoll:

= O W
O© Ot
— = O

1. A-B
2. B-A
3. A-C

(Losung siehe Seite [IH]).
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1.6 Losungen

Zu Aufgabe: .1

Somit gilt:

Zu Aufgabe:

Somit gilt:

Zu Aufgabe:

-2 0 1 -3
3 1 2 13
0 11 6

Somit gilt:

Zu Aufgabe: .4

Somit gilt:

13
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Zu Aufgabe:

1
0
0
2 1 2 2
2 21 2
-1 1 1 —1
Somit gilt:
2 1 2 1 2
M-c=12 2 1]-[0]=1] 2
-1 1 1 0 —1

Dies ergibt den 1. Spaltenvektor der Matrix.

Zu Aufgabe:
Gesucht war die Einheitsmatrix:

Zu Aufgabe: 1.7

SN

N O
N—

Z. B.
2
)
2 0 rd
0 2 10
Zu Aufgabe: .8

Dazu untersuchen wir die Auswirkung der Abbildung auf zwei willkiirlich gewéhl-
te Vektoren und versuchen daran zu erkennen, was passiert:

D.h:
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(0 )-0)-(7)

Die y-Komponenten bleiben jeweils gleich und die x-Komponenten tauschen ihr
Vorzeichen. Diese Abbildung ist eine Spiegelung an der y-Achse.

Zu Aufgabe:

3
1 2 3 3 4
(2 ey s

Welche der folgenden Matrizenprodukte sind sinnvoll:

4 5
5 1
9 1

1. A-B
Das ist nicht sinnvoll, denn A hat drei Spalten und B nur zwei Zeilen.

2. B-A
Das geht, weil die Spaltenzahl von B gleich der Zeilenzahl von A ist.

3. A-C
Das geht, weil die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von C' ist.



Kapitel 2

Das Gaussverfahren

In diesem Kapitel werden wir das Losen von Gleichungssystemen wiederholen.
Und wir werden untersuchen, wann es Losungen und wann es keine Losungen
gibt (Eindeutigkeit). Dies wird uns dann auf den Begriff der Determinante
fithren. Die Determinante einer Matrix wird sich als eine Zahl erweisen, welche
uns spéater auch hilft Matrizen zu klassifizieren.

2.1 Das Gauflverfahren im Vergleich

Beispiel:
Das Gleichungssystem ‘ Mit dem Gaufiverfahren

r + 2y = 13 1 2\, (13
2 + 3y = 21 2 3)77 \a1

Ziel ist es  und y zu bestimmen. Dazu werden die Gleichungen mit dem Addi-
tionsverfahren so umgewandelt, dass man die Einheitsmatrix (§ ) erhélt. Dann
kann man die Werte fiir  und y ablesen:

x = 3 10 = 3
y =5 0 1) \b
Das Gleichungssystem ‘ Mit dem Gaufiverfahren

r + 2y = 13 12\, [13
2 + 3y = 21 0 3)7 7 \a1

Ausgehend von der Ausgangsgleichung werden gegen den Uhrzeigersinn die Nul-
len durch geschickte Addition der Zeilen erzeugt. Um diese Nullen zu erzeugen
werden wir immer wieder von bestimmten Zahlen ein gemeinsames Vielfache be-
notigen. Besser noch ist das kleinste gemeinsame Vielfache.

Gemeinsames Vielfache von zwei Zahlen ist das Produkt der Zahlen. Bsp: Ein
gemeinsames Vielfache von 15 und 10 ist 150. Das kleinste gemeinsame Vielfache
ist 30. Es ist natiirlich von Vorteil mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen

16
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zu arbeiten, weil Sie dann kleinere Werte haben. Aber das ist nicht notwendig.
Dann miissen Sie eben spéter immer mal wieder ,kiirzen“, wenn in einer Zeile alle
Werte durch eine Zahl teilbar sind.

1. Schritt: Hier wird bei mo; (Zahl an folgender Stelle: 2. Zeile, 1. Spalte)
eine Null erzeugt. Dazu suchen wir zuerst das gemeinsame Vielfache der ersten
Zahl der zweiten Gleichung (2) mit der ersten Zahl der ersten Gleichung (1). Das
kleinste gemeinsame Vielfache ist 2.

Nun stellen wir uns bei jeder Zeile die Frage: Mit welcher Zahl muss die erste
Ziffer multipliziert werden um auf das gemeinsame Vielfache (2) zu kommen?
Die erste Zeile muss mit 2 multipliziert werden, die zweite Zeile mit 1.

Damit nun in der zweiten Zeile eine null erzeugt wird, muss man von der
zweiten Gleichung das Doppelte der 1. Gleichung abziehen.

Dies wird kurz notiert als:
neue zweite Gleichung ist die alte zweite Gleichung minus der alten ersten. Auf
der linken Seite steht immer die neue Gleichung und auf der rechten Seite immer
die ,alten“ Gleichungen. Diese Notation ist mathematisch nicht ganz korrekt,
denn es ist nicht wirklich gleich, aber sehr praktisch.

IT=11-2-1
v 4+ 2 = 13 1 2\. (13
0 — y = —15 0 -1)" " \=5

2. Schritt: Nun, wird an der Position] myps = 2 eine Null durch geschickte
Addition der Gleichungen erzeugt: Das kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und
(-1) ist 2.
Die erste Zeile wird mit 1 multipliziert, bzw. bleibt so. Die zweite Zeile muss
dann mit 2 multipliziert werden. Dann werden die beiden Zeilen voneinander
I=1+2-11

abgezogen.
x = 9 10 = 3
0 —y = —15 0 —-1)7 \-5

3. Schritt AnschlieBend wird die 2. Gleichung durch (-1) geteilt, damit in der 2.
Zeile vor dem y — wie oben als Ziel formuliert — eine 1 entsteht:

II=11/(-1)
U 236 )6)

2.2 Die Priifsumme

Da man sich bei dem GauBverfahren oft verrechnet und dies nicht erst bei der
Probe am Ende bemerken will, ist es hilfreich schon vorher Priifsummen zu bilden.

1Zahl in der ersten Zeile und zweiten Spalte
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Das funktioniert so dhnlich, wie bei der ISBN-Nummer. Um zu priifen, ob die
Buchhéndlerin oder der Buchhéndler sich beim Bestellen nicht vertippt hat, gibt
es eine Priifziffer am Ende.

Eine einfache Moglichkeit fiir dieses Problem ist es, immer die Summe jeder
Zeile zu bilden und mit dem Soll zu vergleichen. Das Soll erhélt man, wenn man
mit den Priifsummen immer dieselben Rechnungen vollzieht wie an den anderen

Zahlen:
Priifsumme soll

G- »

Im ersten Schritt gilt es unterhalb der Diagonalen die Null zu erstellen. Das
kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und 3 ist 6. Also muss die erste Zeile mit 2
multipliziert werden und die zweite Zeile mit 3:

I =2-1] —3-1 Prifsumme soll

2 3\ (3 8
0 1)~ \—1 0 2.12-3.8=0

Nun wird in der letzten Spalte oberhalb der Diagonalen die Null erzeugt. Das
kleinste gemeinsame Vielfache von 3 und 1 ist 3.

I=1-3-11 Priifsumme soll
2 0\ (6 8 8—-3-0=8
0 1) \-1 0

I=1/2 Priifsumme soll

SRONENG

Diese Methode ist besonders hilfreich bei (3 x 3)-Matrizen und noch gréfieren
Matrizen.

2.3 Die Losungsmenge

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Losungsmengen von Gleichungssyste-
men. Wir werden feststellen, dass ein Gleichungssystem keine, eine oder sogar
unendlich viele Losungen haben kann. Dies ist einleuchtend, wenn wir uns er-
innern an die ersten Aufgaben von Gleichungssystemen, bei denen der Schnitt-
punkt zweier Geraden gesucht war. Dieser Schnittpunkt war dann der gemeinsame
Punkt beider Geraden. Aber diese Geraden konnen natiirlich auch parallel oder
sogar aufeinander liegen. Dann gibt es entsprechend keinen gemeinsamen Punkt
bzw. unendlich viele.
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Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind die folgenden zwei Gleichungssy-

steme:
r + y =3
2x = 2

r + y = 2
2v + 2y = 4
Das erste Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung: (x|y) = (1]2). Das zweite
Gleichungssystem dagegen nicht, wie folgende Rechnung zeigt:

r + y = 2
{ 20 + 2y = 4 }
I1r=I1r—-2-1
r + y = 2
{ O + 0y = O }
Méogliche Losungen fiir z und y sind: (1]1), (2]0), (3] — 1) usw.

In den folgenden Abschnitten wollen wir untersuchen, wann ein Gleichungs-
system nur eine einzige Losung hat und wann es viele Losungen oder gar keine
gibt.

Interessant zu diesem Zeitpunkt ist, dass es offenbar darauf ankommt, welche
Vorfaktoren x und y haben. Also es ist nur wichtig, wie die Matrix aufgebaut ist.

Bei dem ersten Gleichungssystem gibt es immer eine Losung fiir x und .
Die gidbe es auch, wenn die Losung des Gleichungssystems nicht 3 und 2 wére

sondern 3 und 5. Bei dem zweiten Gleichungssystem dagegen gibt es niemals eine
eindeutige Losung fiir z und y.

und

2.3.1 Eindeutigkeit

In diesem Abschnitt untersuchen wir Gleichungssysteme mit genau einer Losung.
Man sagt, die Losung sei eindeutig.

Beispiel:
r +y = 3
r — y = —1

Bzw.:
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Lost man das Gleichungssystem, erhélt man (z]y) = (1]2).
I11=11-1

(o )\
(6 1) =)

I=1-11I

()=

Diese Losung ist eindeutig. Aber was bedeutet sie?
Um diese Frage zu beantworten formen wir die beiden einzelnen Gleichungen
um und losen sie nach y auf:

r+y=3cy=—-r+3
r—y=—-1ly=x+1

Nun sehen Sie rechts zwei Geradengleichungen, die zwei lineare Funktionen be-
schreiben. Zur Erinnerung:
y=mz+b

Beide haben eine unterschiedliche Steigung: m; = —1 und my = 1. Zwei Ge-
raden mit unterschiedlicher Steigung miissen sich im zweidimensionalen Raum
schneiden.

Wenn es eine eindeutige Losung gibt, dann stellt sie einen Schnittpunkt von
(in diesem Fall: zwei) Geraden dar.

Das Steigungskriterium ist allerdings etwas umstéandlich. Wir werden in Kap.
2.4] auf Seite 23] ein schnelleres Kriterium kennen lernen.

Im zweidimensionalen allerdings (zwei Gleichungen und zwei Unbekannte)
kann man sehr schnell entscheiden, ob es eine eindeutige Losung gibt. Es gibt
keine eindeutige Losung, wenn die Steigung bei beiden Geraden gleich ist, dann
ist die eine Gleichung auch das Vielfache der anderen Gleichung (siehe Kap.
auf Seite 20]).

2.3.2 Mehrdeutige L6sungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir Gleichungssyteme mit mehreren Losungen.
Dies ist der interessantere Fall. Wir werden zuerst Gleichungssysteme mit zwei
Unbekannten untersuchen und dann auf Falle mit drei 3 Unbekannten ausweiten.

Beispiel 1
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1 1)y (1
2 2/ \2
Wenn man dies mit dem Gaufiverfahren 16st erhilt man:

II=11-2-1
11\ (1
00) \o

Links kann man nicht die Einheitsmatrix erstellen. Die Matrix enthilt in einer
Zeile nur Nullen.
Wenn man die erste Zeile im Gauf3-Verfahren nun wieder umschreibt:

r+y=1 & zz=1—-y & y=1—-=a

Stellt man fest, dass die Losungsmenge eine Gerade ist. Alle Punkte, die die
Geradengleichung x = 1 — y erfiillen, sind Losung des obigen Gleichungssystems.
Also z.B.: (1|0), (0]1), (=1/2), (—2|3) usw.

Wir wéhlen jetzt y beliebig, denn in der 2. Zeile sind nur Nullen. Um zu zeigen,
dass y beliebig sein kann, fithren wir einen neuen Buchstaben, den Parameter r
ein:

y=r, reR

Dann bestimmt sich die Losungsmenge wie folgt:

r = 1 —
y = r
bzw.
x =1 4+ r-(=1)
y = r- 1

Die Losung wird nun aufgeschrieben in der Fi ormd: @ = @+ rb.

6

Die Losung kann man auch direkt hinschreiben. Der Losungsvektor (§) des Glei-
chungssystems steht vorne.

Dann addieren Sie einen Vektor, den Sie mit r multiplizieren. Da die zweite
Reihe nur Nullen enthélt, ist y = r. Dann steht in der Losung bei dem Vektor,
der mit r multipliziert wird in der zweiten Zeile eine Eins. Die restlichen Werte
des Vektors sind die negativen Werte der 2. Spalte der Matrix.

2 Die erste Komponente des Vektors # = (1) ist das obige z, die 2. Komponente von Z ist

das obige y.
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Wenn wir uns das urspiingliche Gleichungssystem anschauen:

r + y =1
20 + 2y = 2
r+y=1 & y=—a+1
20 4+2y=2 & y=—-ao+1
Immer dann, wenn eine Zeile das Vielfache einer anderen Zeile ist, gibt es keine
eindeutige Losung. Oder (ohne Beweis): immer dann, wenn eine Spalte das Vielfa-
che einer anderen Spalte ist, gibt es keine eindeutige Losung. Man sagt auch, dass

die Zeile (Spalte) linear abhingig sind, weil man aus der einen Zeile (Spalte)
die andere erzeugen kann.

Beispiel 2
1 21 x 4
00O0]-{lyl=10
0 00 z 0

Was wird hier fiir ein Gebilde beschrieben?
Dies ist eine Gleichung mit drei Unbekannten:

r+2y+2=4

Man kann also y und z frei wihlen und muss dann den x-Wert angeben mit:
xr =4 — 2y — z. Alle Punkte, die diese Gleichung erfiillen ergeben eine Ebene.

y=r, 1R

x 4 + (=2)-r + (—1)-s
yl =0 + 1-r + 0-s
z 0 + 0-r + 1-s

In Kurzform wird die Losung dann wie folgt aufgeschrieben. (Verwechseln Sie bit-
te nicht die gesuchte Unbekannte x mit dem Vektor #, der aus drei Komponenten
besteht und dessen erste Komponente die Unbekannte x ist.)

4 -2 —1
rZ=10)l+r| 1 |+s| O
0 0 1

Dies ist eine Ebeneﬁ, denn Sie kénnen zwei Parameter frei wihlen: » und s. Diese
Ebene ist 2-dimensional.

. . . . . . . 4
3Sie kénnen sich das so vorstellen: Sie haben einen Punkt im 3-dimensionalen Raum: (8).

-2 -1
Von diesem Punkt aus gehen in zwei Richtungen die Richtungsvektoren: ( s ) und ( 0 )

Diese Richtungsvektoren sind beliebig lang durch die entsprechende Wahl von r und s. So
konstruieren Sie durch die Wahl von r und s Punkte im Raum, die dann in einer Ebene liegen.
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Beispiel 3
1 01 x 4
01 2]-|ly|l=12
000 z 0

Die Losungsmenge kann als Gerade im 3-dimensionalen Raum aufgefasst werden,
denn Sie kénnen nur einen Parameter frei wiahlen: z = r.

Beachten Sie bitte, dass das Gaufiverfahren so lange durchgefiihrt wurde, bis
oben links eine Einheitsmatrix entstand und sonst nur noch Zeilen mit Nullen
vorhanden waren.

z=r, rekR

4 —1
T= 2] +r| -2
0 1

Im Folgenden werden wir uns anschauen, wie man mit Hilfe der Determinante
sofort angeben kann, ob es eine eindeutige Losung gibt oder nicht. Dariiber hinaus
ist aber auch der Begriff des Ranges motiviert. Denn ob die Losung ein Punkt,
eine Gerade, eine Ebene oder etwas hoher dimensionales darstellt, mochten wir
auch in unserer Fachsprache sagen kénnen.

2.4 Entscheidung mit der Determinante

Ob es eine eindeutige Losung gibt, oder nicht ist nur abhéngig von der Matrix.
Um dies nidher zu untersuchen, 16sen wir ein allgemeines Gleichungssystem nur
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L
<

a b B
0 ad—cb)

II = 11/(ad — cb)

mit Buchstaben:

(1) (=)
— | af—ce
0 1 ad—cb
I=1—-0b-11
af—ce
(a 0) — (6 B bf._ad—cb)
0 1 ad—cb
e-(ad—cb) abf—bce
(a 0) — ad—cb f—_ ad—cb
01 ad—cb
(ade—cbe) abf—bce
(CL 0) — ad—cb __ ad—cb
01 ad—cbh
ade—cbe—abf+bce
(a 0) _ (_ a?:cb )
0 1 ad—cbh
ade—abf
69-(8)
01 ad—cb
I'=1/a

de—bf
69
0 1 ad—cbh

Man kann sofort sehen, dass das Gleichungssystem keine eindeutige Losung
hat, wenn der Nenner bei den Losungen null ist, also wenn: ad — cb = 0 gilt.

Um schnell entscheiden zu kénnen, ob ein Gleichungssystem eindeutig 16sbar
ist oder nicht, mufl man nur ausrechnen, ob ad — ¢b # 0 gilt.

ad — ¢b nennt man die Determinante der Matrix (25) .

Merkregel: Ein Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung, wenn die De-
terminante des Gleichungssystems ungleich null ist.

Dazu muss nur die Matrix betrachtet werden, nicht der Lésungsvektor.

1= )

det(A) = |A| = ad — be

Die Determinante von A ist:
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Bei einer (3 x 3)-Matrix berechnet sich die Determinante wie folgt:

a b c
d e fl|=aei+bfg+cdh—ceg— fha—1ibd
g h i

Die Vorzeichen der Terme erhalten Sie, wenn Sie die Matrix noch einmal auf-
schreiben (Merkregel von Sarrus):

b. c. a

O\
<L \0O

h
R

| @ Q. 2

Nur quadratische Matrizen konnen eindeutige Losungen haben. Der Begriff der
Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert.

Merkregel: Ein Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung, wenn die De-
terminante der Matrix ungleich null ist. Wenn die Determinante null ist, kann es
sein, dass es keine Losung oder unendlich viele Losungen gibt.

Unendlich viele Losungen kénnen eine Gerade, Ebene (oder gar hoher dimen-
sionale Objekte) darstellen.
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2.5 Baustein

1.

Sie kénnen Zeilen vertauschen. Das ist notwendig, wenn oben links in der
Matrix (mq7) eine Null steht.

. Wenn die Determinante der Matrix ungleich Null ist, dann gibt es eine

eindeutige Losung.

Sie formen Zeilen um, indem Sie eine Zeile mit einer Zahl multiplizieren
und zu einer anderen Zeile addieren (oder subtrahieren).

Das Ziel ist die Einheitsmatrix (Einsen auf der Diagonalen und sonst nur
Nullen). Dieses Ziel erreichen Sie, indem Sie zuerst durch geschickte Addi-
tion der Zeilen mit der 1. Zeile in der 1. Spalte unterhalb der Diagonalen
Nullen erzeugen, dann durch Addition mit der 2. Zeile in der 2. Spalte
unterhalb der Diagonalen usw.

Anschliefend erzeugen Sie durch geschickte Addition mit der letzten Zei-
le in der letzten Spalte oberhalb der Diagonalen die Nullen. Dann in der
vorletzten Spalte mit der vorletzten Zeile usw.

Zum Schluss, teilen Sie die einzelnen Zeilen durch die Zahl auf der Diagona-
len, so dass Sie die Einheitsmatrix haben. Auch zwischendurch gilt: Wenn
alle Zahlen einer Zeile einen gemeinsamen Teiler besitzen, dann teilen Sie
alle Zahlen dieser Zeile durch den gemeinsamen Teiler, um méglichst kleine
Zahlen zu erhalten.

. Arbeiten Sie bei den Umformungen mit der Priifsumme.

. Wenn es mehrere Losungen gibt (also det(M) = 0), dann gibt es anschlie-

Bend mindestens eine Zeile, die nur aus Nullen besteht.

Wenn im Ergebnisvektor keine Null ist, dann gibt es keine Losung.

. Wenn es mehrere Losungen gibt, dann erstellen Sie alle Losungen nach

folgendem Verfahren:

(a) Sie haben soviele Parameter, wie die Anzahl der Zeilen, die nur aus
Nullen bestehen.

(b) Wenn z.B. die 2. Zeile nur aus Nullen besteht, dann ersetzen Sie
durch einen Parameter.

(¢) Wenn die Gleichung M = b lautet, dann beginnt die Lésung:

fzg—i-r...
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(d) Im folgenden Vektor schreiben Sie die Komponente als 1, fiir die das
x steht. (Wenn das r fiir die 2. Komponente steht, dann steht in der

2. Zeile eine 1:
e () =i ()
i) 1

Die anderen Zahlen enthalten gerade das negative der 2. Spalte.

Beispiel 1:
011 5 7
3 2 1|x = 10 16
2 11 7 11

Da det(M) = —2 # 0, gibt es eine eindeutige Losung.
Sie haben eine Null oben links. Darum vertauschen Sie die erste und zweite
Spalte:

321 10 16

01 1]z =[5 7

2 1 1 7 11
IIT=3-T11-2-1

3 2 1 10 16
01 1|z = |5 7
0 -1 1 1 1
III=1I1+1I

321 10 16

01 1|z =[5 7

00 2 6 8
I1I =111/2

321 10 16

01 1] =[5 7

00 1 3 4
[=1-1II

II=1I-1II

320 7 12

010z = |2 3

00 1 3 4
[=1-2-1I
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1=1/3

100 1 2
010z = [2 3
00 1 3 4

Beispiel 2:

G- ()

Da det(M) = 0, gibt es keine eindeutige Losung.

II=11-2-1
G o7 = ()1G)
[=1/2
b %)= W)
r=y

=)o (19

Wenn Sie keine Kommazahlen haben wollen, ersetzen Sie r durch 2s

r=y
L (5 N —1
= No) T\ 2
Beispiel 3:
111 6 9
3 2 1|17 = [10 16
4 3 2 16 25

II=1I1-3-1
11 1 6 9
[II=1IT—4-T(0 -1 —2|& = [|-8 —11
0 -1 -2 -8 ~11
II=(=1)-II
IIT =111 —1I
111 6 9
01 2|z = |38 11
00 0 0 0
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I=1-11I
1 0 -1 —2 -2
01 2|2 = 8 11
00 O 0 0

Sie haben oben links einen Block, der einer Einheitsmatrix entspricht. Damit sind
Sie mit den Umformungen fertig.

r=z

=18 | +r| -2
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2.6 Awufgaben

Aufgabe 2.1
2 3\ . (13
3 1) \9
(Losung siehe Seite B3)).
Aufgabe 2.2
2 3 2 9
21 3|7=19
4 4 5 18
(Losung siehe Seite B3)).
Aufgabe 2.3
1 2 2
A=10 1 3
1 35

Geben Sie an, welchen Losungsraum ein Gleichungssystem mit der Matrix A hat,
wenn er nicht leer ist.

(Hinweis: Sie miissen kaum rechnen. Abhéngigkeit der einzelnen Zeilen bzw. Spal-
ten ist das Stichwort.)

(Losung siche Seite [34]).

Aufgabe 2.4
-2 =2 2 —10
—-12 -3 6 | Z=[-33
—-16 -7 10 —53

Losen Sie das Gleichungssystem.
(Losung siehe Seite [35]).

Aufgabe 2.5

O O =
o = O
S =N
S
Il
O U

(Losung siehe Seite B6)).
Aufgabe 2.6

1 2\ 0
0 0)" " \o
(Losung siehe Seite B6)).
Aufgabe 2.7

OO =
o OO
o OO
11
Il
o OO O

(Losung siehe Seite [36]).
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Aufgabe 2.8
0
0
0
(Losung siehe Seite [37)).
Aufgabe 2.9
1
0
0

o

0 0
0]Z=10
1 0
0 1
0lz=10
1 2

31

(Losung siehe Seite B7)).
Aufgabe 2.10

(Losung siehe Seite [B7]).
Aufgabe 2.11

Ot
o = O

(Losung siehe Seite B7)).

Aufgabe 2.12
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

1 —4
r=\2|+r| 5
0 1

(Losung siehe Seite B8)).

Aufgabe 2.13
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

1 —4
r=|2|+r| 5
3 1

(Losung siehe Seite [39]).

Aufgabe 2.14
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

8 —4 6
=10l +r| 1 | +2]0
0 0 1

(Losung siehe Seite [39]).
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Aufgabe 2.15
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

6 3 1
T=1 2 | +r|1]+s|—-1
—1 1 1

(Losung siehe Seite B9).

32
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2.7 Losungen

Zu Aufgabe: 2.1]
det(A)=2-1-3-3=-T7T%0

Da die Determinante ungleich null ist, gibt es eine eindeutige Losung.

2 3\ .
3 1)% ©
II=2-11-3-1
2 3\, (13
0o —-7)% = (-2
I

I=7-1+3-11

4 0\,
0o —-7)% =

Zu Aufgabe: 2.2
det(A) = 2-1:-5+3-3-4+2-2-4
—2.1-4-3-2.5-2-3-4
=0

Da die Determinante gleich null ist, gibt es keine eindeutige Losung.

2 3 2 9
21 3|7 = 9
4 4 5 18
IT=11-1 IT1T=111-2-1
2 3 2 9
0 -2 1)2 = [0
0 -2 1 0
11T =111—-11
2 3 2 9
0 -2 1)2 = [0
0 0 0 0
I=2-1+3-11
4 0 7 18
0 -2 1|7 = 0

0 0 0 0
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Alternative 1:

Man kann eine Variable beliebig wihlen. (Moglichst geschickt!)
Waihle z beliebig als 47, r € R.

Dann gibt es keine Briiche.

Aus der 1. Zeile wird dann:

e +72 =18
dx 4+ 7(4r) = 18
4r + 28r = 18
4r = 18 + —28r
r=45—"Tr
Aus der 2.Zeile wird dann:
—2y+4r =20
—2y = —Ar
y=2r
4,5 -7
=10 |+r| 2
0 4

Alternative 2:
Wir fithren das Gauflverfahren bis zum Ende. D. h. bis auf auf der Diagonalen so
weit wie moglich Einsen stehen und ein Block dhnlich der Einheitsmatrix oben
links entsteht:
I=1/4 11 =11/(-2)

7
4

05|17 =
0

O O =
S = O

Zu Aufgabe:
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Geben Sie an, welchen Losungsraum ein Gleichungssystem mit der Matrix hat,
wenn er nicht leer ist.
Die 3. Zeile ist die Summe der ersten beiden Zeilen. Somit kann die Matrix nicht
mehr den Rang 3 haben sondern nur noch den Rang 2.

Andererseits kann man die 2. Zeile nicht durch die 1. ausdriicken. Denken Sie
an die Null in der 1. Spalte.

Da det(A) = 0 gilt, aber nur eine Reihe mit Nullen sich bei dem Gaufiverfahren
sich ergeben wiirden, entspricht der Losungsraum, wenn er denn nicht leer ist, im
R3 einer Geraden.

Zu Aufgabe: 2.4

-2 =2 2 —10
-12 =3 6 |z=|-33
—-16 -7 10 —33

Lésen Sie das Gleichungssystem.

IIT=1I—-6-1
11T =111 -8-1
-2 =2 2 —10
0 9 —6|x=| 27
0 9 -6 27
111 =111—-11
-2 =2 2 —10
0 9 —6|x=| 27
0 0 O 0
I=9-T+2-1I
—-18 0 6 —36
0 9 —6|x=1 27
0 0 O 0
I=1:(-18)
IT=1I:9

ST

Il
~ ~N O O =
S W N
S~ o — o

+

[V
O Wi Wl

w

m

7S
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Um keine Briiche zu haben wihlen wir einen Vektor, dessen Komponenten mit 3
erweiterten wurden. (Oder s/3 =7):

Kl
Il
S W N
+
V2]
O Wi Wi
v
m
7S

Zu Aufgabe:

o
o
o
o

Die Matrix ist schon so weit wie méglich auf die Einheitsform gebracht. Die letzte
Zeile besteht nur noch aus Nullen. Da Sie eine Zeile mit Nullen haben, haben Sie
einen Parameter. Bzw. Sie konnen die z-Werte frei wihlen.

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: 2.7

1 0 0 0
00 0lX=10
000 0
Sie haben zwei Reihen mit Nullen. Dann haben Sie auch zwei Parameter.
0 0
r=r|1]+s|0
0 1

Alle Punkte der y-z-Ebene sind Losungen. Die beiden Vektoren (g) und (
sind linear unabhéngig.

[ =J=]
N—
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Zu Aufgabe: 2.8

o O O

00 0
0 0)Z=10
01 0

Sie haben zwei Reihen mit Nullen. Dann haben Sie auch zwei Parameter. Frei
wéhlen konnen Sie jetzt die x-Werte und y-Werte. x = r und y = s:

1 0
r=r0] +s]1
0 0

Alle Punkte der x-y-Ebene sind Losungen. Die beiden Vektoren (é) und (
sind linear unabhéngig.
Zu Aufgabe:

oo
N———

1 00 1
00 0Jz=1|0
0 01 2

Wiéhlen Sie y = r, dann hat das Gleichungssystem die Losung:

1 0
=10 +r|1
2 0

Zu Aufgabe:

(736

Sie konnen in der Matrix eine Zeile ergdnzen. Dann lédsst sich unser Algorithmus
besser anwenden:

O O =
o = O
O W N
1
Il
O U

Dann ist mit z = r die Losung:

Sl
I
o ot
+
=
|
w

Zu Aufgabe: 2.11]

e ol o
o = O
—_ o o
81
I
e ow o
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Eine Losung kann schnell angegeben werden, wenn Sie r = z; wéhlen:

0 1
=3 +r|-5
4 —4
Sie konnen auch das GauBiverfahren weiterfithren
I < I1T
4 0 1 4
51 0)7Z=13
000 0
II=4-11-5-1
4 0 1 4
0 4 -5|Z=1|-8
00 0 0
I=1/4
I1=11/4
1 0 0,25 1
01 —125|a&=[-2
00 0 0
Wir wihlen s = x5 (die z-Komponente):
1 -0,25
r=1-2]+s| 1,25
0 1

Diese beiden Losungen sind identisch:
Dazu zeigen wir zuerst, dass (%) ein Punkt der Losung ist:

0 1 —0,25
3|l =1-2]|+4| 1,25
4 0 1
Die Richtungsvektoren stimmen auch iiberein: r = —4s
—0,25 1
-4 125 | =1-5
1 —4

Zu Aufgabe:

o O =
O = O
|
ot
Il
O N =
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Zu Aufgabe: [2.13]
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

1 —4
r=\12+r| 5
3 1

Zuerst suchen wir uns den Punkt, der Losungsgeraden, bei der die z-Komponente
null ist:

0=34+7r-1
r=-3
Einsetzen ergibt dann den Punkt:
1 —4 1 12 13
p=\(21+(=3) |5 |=(2]+|-15]=|-13
3 1 3 -3 0

Man kann den Losungsraum also auch so schreiben:

13 —4
r=\|-13|+r| 5
0 1

Das zugehorige Gleichungssystem sieht dann so aus:

1 0 4 13
01 =5]=|-13
00 O 0

Zu Aufgabe: 2.14]
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

8 —4 6
r=(0)+r| 1 | +2]0
0 0 1
1 4 -6 8
00 0 ])Z=10
00 O 0

Zu Aufgabe:
Erstellen Sie ein Gleichungssystem zu folgender Losungsmenge:

6 5 1
=12 | +r|l1l] +s]| -1
—1 1 1
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Die Struktur des Losungsvektors muss umgeformt werden, dass wir leicht ein
Gleichungssystem aufstellen kénnen:

a b c
=0 +r|1]+s]0 a,b,ce R
0 0 1

Zuerst suchen wir einen Punkt, dessen x5 und z3 Komponente null ist. Dazu
miissen wir 7 und s geschickt wahlen:

()0 -0)

Dies ist ein Gleichungssystem:

(b))

I1T=11—-1

b2 0)-()
I=2-T+11

62 ()= ()
[=1/2

11 =11/2

(0 1) ()= (%)

Ein Vektor, der im Losungsraum enthalten ist und dessen x5 und 3 Komponenten
null sind, ist:

6 5 1 5
2| + (=05 (1] +15[-1] =0
1 1 1 0

Jetzt miissen die Richtungsvektoren gefunden werden. Dazu miissen die Rich-
tungsvektoren so geschickt kombiniert werden, dass zwei neue Richtungsvektoren
entstehen:

1. Die x5 Komponente ist null ist und die x3 Komponente ist eins.
2. Die 2o Komponente ist eins ist und die x3 Komponente ist null.

29 soll Null werden und x5 soll eins werden:

() E)=0)
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II=1IT-1

(=) (0)-0)
[=2-T+1I
2 (0)-0)

[=1/2

11 =112

Der gesuchte Richtungsvektor lautet:

5 3
051 +05[-1]=]{0
1 1 0

—_

23 soll Null werden und x5 soll eins werden:

()06

IT=1I-1
b)) =)
I=2-T+1I

(2 ()= ()
[=1)2

I11=11/2

1 0\ /r\ _ (05
0 1/\s) \-05
Der gesuchte Richtungsvektor lautet:

5 1
05 (1] +(=05) [-1]=
1

S O N

Man kann den Losungsraum also auch anders angeben:

+ s

O O W
S O N

5
=10 +r
0
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Ein Gleichungssystem lautet:

1 -2 =3
0 0 0
0 0 0

42



Kapitel 3

Determinante

Die Determinante einer Matrix ist eine wichtige Grofle, die sich beim Diagona-
lisieren einer Matrix (GauBverfahren ohne Multiplizieren einer Zeile oder Spalte
mit einer Zahl) nicht dndert.

Mit Hilfe der Determinante kann schnell entschieden werden, ob es eine ein-
deutige Losung gibt (siehe Kapitel 2.4 S. 23]). Wie wir noch sehen werden, ist die
Determinante verkniipft mit den Eigenwerten.

Zur Erinnerung: Die Determinante kann natiirlich nur fiir quadratische Ma-
trizen berechnet werden. Statt det(A) kann man auch kurz |A| schreiben.

3.1 Berechnung der Determinante

3.1.1 (2 x 2)-Matrizen

Die Determinante fiir eine (2 x 2)-Matrix wird folgendermaflen berechnet (siehe
auch Kapitel 241 S. 23)):

A:(Z Z) det(A) = |A| = ad — cb

43
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3.1.2 (3 x 3)-Matrizen

Man konnte auch hier wieder das Gleichungssystem allgemein l6sen und dann
schauen, fiir welche Werte das Gleichungssystem nicht 16sbar ist. Dies ist jedoch
sehr aufwéindig und machen wir darum nicht.

1. Moglichkeit
Bei einer (3 x 3) Matrix berechnet sich die Determinante wie folgt:

a b c
d e fl|=aei+bfg+cdh—ceg— fha—1ibd
g h i

Die Vorzeichen der Terme erhalten Sie, wenn Sie die Matrix noch einmal
aufschreiben (Merkregel von Sarrus):

2. Moglichkeit:
Mann kann auch die Determinante einer Matrix nach einer Zeile oder Spalte
entwickeln. Exemplarisch sei hier die 1. Spalte genommen:

= ()= (o) eo (0 5)

Streichen Sie die Spalte nach der Sie entwickeln (hier die 1. Spalte). Dann
streichen Sie nacheinander von oben beginnend immer eine Zeile. Multi-
plizieren Sie dann die Determinante von der iibriggebliebgenen Matrix mit
dem Element der 1. Spalte und der aktuell gestrichenen Zeile mit wechseln-
dem Vorzeichen.

Wenn Sie die Determinante nach der 2. Spalte entwickeln:

e (G ) e ) @)

3.1.3 Dreiecksmatrix

Wenn eine Matrix eine Dreiecksmatrix ist, kann man die Determinante sehr ein-
fach und schnell ablesen, denn die meisten Produkte enthalten dann als Faktor
eine Null und sind darum dann auch null. So bleibt dann nur noch die Diagonale
iibrig:



KAPITEL 3. DETERMINANTE 45

Wenn A eine Diagonalmatrix ist, dann ist die Determinante gleich dem Pro-
dukt der Werte auf der Diagonalen:

apnl a2 a3
A = O 92 923 y det(A) = |A‘ — a1 * Qg2 - A33
0 0 ass

Dies ist fiir eine (2 x 2)-Matrix sowieso und einer (3 x 3)-Matrix nach der Regel
fiir Sarrus klar.
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3.2 Regeln fiir Determinanten

Folgende Regeln gelten (ohne Beweis):
A ist hier jetzt immer eine quadratische (n x n)-Matrix!

1. Wenn A eine obere Dreiecksmatrix ist, dann ist die Determinante gleich
dem Produkt der Werte auf der Diagonalen:

a1l G2 13
A = 0 Q22 923 s det(A) = |A| — 11 * A2 - 433
0 0 as3

2. Es gilt det(A) = 0, wenn

(a) zwei Zeilen oder Spalten ein Vielfaches voneinander sind.
(b) die Zeilen oder Spalten linear abhéngig sind.

(c) eine Zeile oder Spalte nur Nullen enthélt.

3. det(A) # 0, bedeutet:

b) die Gleichung AZ = b ist eindeutig losbar.
(c) die Matrix A hat eine Inverse und es gilt: det(A™') = 1/ det(A)

(d) Die Zeilen bzw. Spalten sind linear unabhéngig. (Die Spaltenvektoren
zeigen in alle n Richtungen).

)

)

(
(a) die Gleichung AZ = 0 hat nur eine Losung: & = 0.
(b)

)

)

4. Wenn die Abbildung, die durch die Matrix A beschrieben wird, eindeutig
umkehrbar ist, dann hat A auch eine inverse:
1

det(A™) = )

Eine Projektion, z.B.: ein Schattenwurf auf den Boden, ist nicht eindeutig
umkehrbar, denn wenn Sie nur den Schatten eines Turmes auf dem Boden
sehen, wissen Sie nicht wo die Turmspitze ist. Also hat eine Projektionsma-
trix die Determinante null und sie hat keine inverse.

5. Aund B seien zwei Matrizen, bei denen B aus A entsteht, indem alle Zahlen
einer Zeile (oder Spalte) mit k£ € R multipliziert wurden. Dann gilt:

k- det(A) = det(B)

6. Vertauscht man in einer Matrix A zwei Spalten (oder Zeilen) so entsteht
die Matrix B. Fiir die Determinante der beiden Matrizen gilt:

det(A) = — det(B)



Kapitel 4

Aufstellen einer Matrix

Wir haben gelernt, dass eine Matrix Transformationen beschreibt (siche Einlei-
tung, Kapitel [I] S. [I]). Dann haben wir uns das Losungsverfahren fiir Gleichungs-
systeme angeschaut und den Begriff der Determinante motiviert.

In diesem Abschnitt wollen wir die Matrizen zu sogenannten Transformatio-
nen, das sind Drehungen, Spiegelungen usw. aufstellen. Danach werden wir uns
interessanten Problemen zuwenden und feststellen, dass das Verfahren eigentlich
ganz einfach ist.

4.1 Vorgehensweise

4.1.1 Aus den Einheitsvektoren

Wir suchen uns zuerst ganz spezielle Vektoren und untersuchen die Multiplikation
einer Matrix mit diesen. Dabei werden wir eine niitzliche Eigenschaft entdecken,
die wir uns zunutze machen um zu einer Abbildung die dazugehorige Matrix zu
finden. Die Vektoren, die wir untersuchen nennt man die Einheitsvektoren:

1 0 0
éi - 0 ; 52 - 1 5 53 - 0
0 0 1
Diese drei Einheitsvektoren bilden eine Basi des dreidimensionalen Raumes.

Was ergibt nun die Multiplikation einer beliebigen Matrix mit drei Zeilen mit
diesen Basisvektoren? Wir gehen auf Entdeckungsreise und probieren es einfach

IMit Hilfe der Basis kann man alle anderen Punkte im 3-dimensionalen Raum darstellen.
Dazu muss man die Basisvektoren, bzw. deren Vielfache, nur geschickt kombinieren:

. R . 1 0 0 2
981 + 38 + 48 = 2 (8) 43 ((1)) 4 (9) - (i)
Das € steht fiir: , Einheitsvektor”. Der Index gibt an, in welcher Zeile die 1 ist. Sonst enthélt
der Vektor nur Nullen. Als Basis eines Raumes kann man auch andere Vektoren als die Ein-

heitsvektoren wéhlen, die Basisvektoren miissen nur linear unabhéngig sein.

47
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mal aus:
3 5 6 1 3
4 7 9 0l =1 4
-1 8 2 0 —1
H Zum Ausrechnen schreiben wir den Vektor etwas hoher:
1
0
0
3 5 6 3
4 79 4
-1 8 2 -1
Aé’ gibt den 1. Spaltenvektor der Matrix!
0
1
0
3 5 6 5
4 79 7
-1 8 2 8
3 5 6 0 5
4 7 91|11l =17
-1 8 2 0 8
Aé} gibt den 2. Spaltenvektor der Matrix!
0
0
1
3 5 6 6
4 79 9
-1 8 2 2

2 Zur Erinnerung:
3 5 6 x 3z + oSy + 6z
4 7 9| ly|l=4 + Ty + 9z
-1 8 2 z —lz + 8y + 2z
Wenn man dann also fiir (gé) stattdessen (é) einsetzt, erhélt man:
-1 5- 6-0 3
-1 7- 9.-0=| 4
8- 2-0 -1

+ 4+ +
o O O
+ 4+ +

—-1-1
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3 5
4 7
-1 8
Aé} gibt den 3. Spaltenvektor der Matrix!

Dies hilft uns jetzt. Denn wenn man weifl, was bei einer Transformation aus
den Einheitsvektoren wird, dann hat man schon die Transformationsmatrix: Die
Abbildung des 1. Einheitsvektors ergibt die 1. Spalte der Matrix, die Abbildung
des 2. Einheitsvektors ergibt die 2. Spalte der Matrix usw.

Beispiel:

Gesucht ist die Matrix, die eine Spiegelung im 2-dimensionalen Raum an der
y-Achse beschreibt (siehe Aufgabe: [[)), die also aus dem Vektor &, = (}) den
Vektor (') macht.

Nun, da der Punkt an der y-Achse gespiegelt wird, erhélt man:

()= (2)
o) () ()

Dann schreiben wir diese Vektoren als Spalten hintereinander: Die gesuchte Ma-

trix lautet also:
-1 0
=)

4.1.2 Aus einem beliebigen Ubergang

N © O
— o o
I
[CRN=¥-N

o
I

Was macht man aber nun, wenn man nur von zwei beliebigen Punkten die
Transformation im 2-dimensionalen Raum kennt? Oder von drei Punkten im 3-
dimensionalen Raum?

Dann ist die Rechnung leider etwas komplizierter. Dazu benétigt man die
Inverse Matrix: Aufgaben hierzu gibt es dann auch erst im Kapitel [, S. [60l Das
Verfahren steht nur der Vollstdndigkeit halber schon hier.

Beispiel:

L (1 L, (5 L (2 S (9
U—<3>—>AU—U—<15>, v—<5>—>Av—v—<26>

Wie sieht die dazugehorige Transformationsmatrix A aus? Wir erstellen zwei neue
Matrizen. Die Matrix B enthélt als Spalten die Vektoren « und ¢. Die Matrix C'
enthélt als Spalten die Bilder der Vektoren # und ¢ also 4’ und v”.

1 2 5 9
B_(S 5)’ C_(15 26)’
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Es gilt:
AB =C

Dann kann man von rechts die Inverseﬁ von B, wenn sie denn exisitiert multipli-
zieren:

ABB™' =CB™
AE =CB™!
A=CB™!
1 (5 -2 -5 2
_1__ _
B _—1<—3 1) <3 —1)
-5 2
3 —1
cpi— (5 9 5-(=5)+9-3 5-24+9-(—1) (21
—\15 26 15-(=5)+26-3  15-2+26-(—1) ) \3 4

Damit ergibt sich:

Cma (59 (-5 2\ _ (21
A=0B _<15 26) (3 —1)‘(3 4)

Diese Matrix A erfiillt tatséchlich die geforderte Bedingung;:
L (21 1\ (5
w-(34)-()- ()
L2 1\ (2 (9
w=(31) ()~ ()

3Schauen Sie auf S. 68 nach, wie man die Inverse einer Matrix bildet.
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4.2 Aufgaben

Aufgabe 4.1

Bestimmen Sie eine Matrix, die im 2-dimensionalen jeden Punkt an der x-Achse
spiegelt.

(Losung siehe Seite [B5]).

Aufgabe 4.2

Bestimmen Sie eine Matrix, die im 2-dimensionalen jeden Vektor um den Faktor
drei streckt.

(Losung siche Seite [B3]).

Aufgabe 4.3

Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix, die jeden Punkt der Ebene am Ursprung
spiegelt.

(Losung siehe Seite [B3]).

Aufgabe 4.4

Bestimmen Sie eine (3 x 3)-Matrix, die alle Punkte des dreidimensionalen Raumes
an der x-z-Ebene spiegelt.

(Losung siehe Seite [B5]).

Aufgabe 4.5

Bestimmen Sie eine Matrix, die Vektoren um 45° gegen den Uhrzeigersinn um
den Ursprung dreht.

(Losung siehe Seite [B0]).

Aufgabe 4.6

Bestimmen Sie eine Matrix, die aus einem achsenparallelen Quadrat ein achsen-
paralleles Rechteck mit den Seitenverhélt (x:y = 1:2) macht.

(Losung siehe Seite [B0]).

Aufgabe 4.7

Gesucht ist die Matrix, die im 3-dimensionalen Raum einen Vektor um 30° in der
x-y-Ebene (x; — z5-Ebene) gegen den Uhrzeigersinn dreht.

(Losung siehe Seite [57).

Aufgabe 4.8

Gesucht ist die Matrix, die im 3-dimensionalen Raum einen Punkt an der x-y-
Ebene spiegelt.

(Losung siehe Seite [59)).

Aufgabe 4.9

Gesucht ist die Matrix, die im 2-dimensionalen Raum ein Rechteck um 2 nach
rechts schert. (Siehe S. 52, Abb. EIlund S. 52, Abb. [A.2])

(Losung siehe Seite [B9)).

Aufgabe 4.10

Gesucht ist die Matrix, die im 3-dimensionalen Raum jeden Punkt auf sich selbst
abbildet.
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B O P N W A oG
L 1 1 1 1
r T T T

'
BT

Abbildung 4.1: Ein Abbildung 4.2: Das Recht-
Rechteck. eck aus [l ist um 2 nach
rechts geschert.

Oder anders formuliert: Gesucht ist die Matrix der Abbildung, die jeden Punkt
des IR? auf sich selbst abbildet.
(Losung siehe Seite [60]).
Aufgabe 4.11
3 Personen (Achmet, Birgit und Claudia) spielen ein Ballspiel. Achmet gibt mag
Birgit und gibt ihr auf jeden Fall den Ball. Birgit gibt den Ball mit gleicher
Wahrscheinlichkeit Achmet oder Claudia. Claudia ist erst 3 Jahre alt und behélt
in 1/5 der Fille den Ball oder gibt ihn sonst ihrer Schwester Birgit.

Der Sachverhalt wird auf S. 52 in Abb. graphisch dargestellt.

0,2

. 0,5
Abbildung 4.3: Ubergangsmatrix beim Ballspiel in
Wahrscheinlichkeiten.

(Losung siehe Seite [60]).
Aufgabe 4.12
Ein Insekt legt 200 Eier. 50 % der Eier werden zu einjahrigen Larven, 50 % der ein-
jahrigen Larven werden zu zweijahrigen Larven und 1/4 der zweijéhrigen Larven
werden dann zu Kéfern.

Der Sachverhalt wird in Abb. [£4] graphisch dargestellt.

Bestimmen Sie, wieviele Eier, 1-jahrige und 2-jahrige Larven und wieviele
Kéfer nach 2 Durchgéngen vorhanden sind, wenn Sie von einem Bestand von
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4000 Eiern, 1000 L-1, 400 L-2 und 10 Kéfern ausgehen.
Die Kiifer sterben direkt nach der Eiablage.

0,5
200

Eier K

Abbildung 4.4: Ubergangsmatrix von Eiern zu 1-jihrigen Larven,
2-jahrigen Larven und Kéfern in Prozent.

(Losung siehe Seite [G1]).
Aufgabe 4.13
Drei Sachbearbeiter (A, B, C) bearbeiten in ihrer Abteilung Akten.

A empfingt* jeden Tag 10 Akten. Im Laufe eines Tages gibt er 3/4 seiner
Akten an B weiter, 1/5 behélt er fir weitere Bearbeitungen zuriick und den Rest
schickt er an den Antragsteller zuriick.

B dagegen gibt 1/4 seiner Akten jeweils an A und die Hélfte seiner Akten an
C, 1/4 gilt als erledigt.

C behilt 1/4 seiner Akten und gibt 3/4 seiner Akten an B zurtick.

A
Gehen Sie aus von dem Vektor (g) Die letzte Zeile ist ein Hilfskonstrukt,

1
damit Sie die 10 Akten dem System hinzufiigen kénnen.
Der Sachverhalt wird auf S.[53lin Abb. graphisch dargestellt.

1. Bestimmen Sie die Ubergangsmatrix.

2. Zu Beginn der Abteilung hat keiner Akten. Bestimmen Sie die Aktenlage
nach 3 Durchgéngen.

0,2 0,25

0,25 0,75
Abbildung 4.5: Ubergangsmatrix der Aktenlage bei 3 Sachbearbeitern.

(Losung siehe Seite [G2]).

Aufgabe 4.14
Gegeben ist folgende Matrix:

0,2 0,3 0,3
A=105 0 06
0,3 0,7 0,1
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Erstellen Sie zu der Abbildung: « : #’ = AZ eine Ubergangsgraphik.

(Losung siehe Seite [64)).

Aufgabe 4.15
Erstellen Sie die Abbildung in Matrixschreibweise:

/
Ty = X1+ T
/
Ty = T1 — T2

(Losung siehe Seite [64]).
Aufgabe 4.16

Erstellen Sie die Abbildung in Matrixschreibweise:
LU/I = 2LU1 - 3:172
x'2 = X1+ X9

(Losung siehe Seite [64)).
Aufgabe 4.17

o4

Bestimmen Sie eine (2 x 2)-Matrix, die jeden Punkt der Ebene um drei ,,nach

links® verschiebt.
(Losung siehe Seite [65]).
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4.3 Losungen

Zu Aufgabe: 4.1]
Spiegelung an der x-Achse im 2-dimensionalen:

()= ()
(1)~ (%)

1 0
u=(o %)
Zu Aufgabe:
Streckung um den Faktor 3 im 2-dimensionalen:

4

1

D

2

Zu Aufgabe:
Punktspiegelung

Zu Aufgabe: 4.4
Beim Spiegeln an der x-z-Ebene bleiben die Einheitsvektoren €; und e gleich,
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weil sie in der Ebene liegen.

1 1
51 =101 — 10
0 0
0 0
52 =|1] — | -1
0 0
0 0
53 0] — 10
1 1
1 0 0
M=10 -1 0
0 0 1

Zu Aufgabe:
Drehen um 45° gegen den Uhrzeigersinn um den Ursprung. Wir untersuchen
zuerst den Vektor €. Sehen Sie dazu auch die Abb. auf S.

= (5) = (i)

Wir untersuchen dann den Vektor €. Sehen Sie dazu auch die Abb. .7 auf S. 57

i (0) — ()
(sl o)
1 1

sin(45°) = —= ~ 0,7  cos(45°) = — =~ 0,7
V2

1 /1 -1 0,7 —0,7
M‘ﬁ<1 1)“(0,7 0,7)
Zu Aufgabe:

Streckung um den Faktor 2 in y-Richtung.
Der Vektor €; bleibt so wie er ist:

. 1 L, (1
o= (o) == o)

Der Vektor €5 dagegen wird um das Doppelte gestreckt.

L0y ., (0
i () == ()
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y y
1T 1y
sin(a)
sin(a)
cos(a)
E a
(o :
I 0 > I 0 I
1 p cos(a) g 1 0 1
X X
1L 14
Abbildung 4.6: Der Vektor e; = (1/0)T Abbildung 4.7:  Der Vektor ey, =
wird um 45° gegen den Uhrzeigersinn (0/1)T wird um 45° gegen den Uhrzei-
gedreht. Der neue x-Wert ist dann gersinn gedreht. Der neue x-Wert ist
cos(45°) und der neue y-Wert ist dann dann —sin(45°) und der neue y-Wert
sin(45°). ist dann cos(45°).

10
= (o9)
Zu Aufgabe: 4.7
Drehen eines Vektors im 3-dimensionalen Raum um 30° in der x-y-Ebene gegen
den Uhrzeigersinn.
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Nun muss man natiirlich €7, €5 und e3 beriicksichtigen.

= /
— e =

oo oo oo~
&)
[N}
I

cos(30°)
sin(30°)
0
— sin(30°)
cos(30°)
0

o8
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Zu Aufgabe: 4.8
Spiegelung eines Punktes an der x-y-Ebene im 3-dimensionalen Raum.

1 1
51: 0 —>€1/: 0
0 0
0 0
52— 1 —)62,: 1
0 0
0 0
53— 0 —)63,: 0
1 -1
10 O
M=10 1 0
00 —1

Zu Aufgabe:
Scherung eines achsenparallelen Rechtecks um m parallel zur x-Achse.
€1 wird nicht verandert und €, wird um m nach rechts verschoben.

S (rl N rl

€1 = 0 €1 = 0

- (70 el rm

“2=\1 <2 =1
1 m

v=(p

bzw. fiir den Fall m = 2:

v (2
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Zu Aufgabe:
Identische Abbildung

1 1
51: 0 —)61/: 0
0 0
0 0
52: 1 —)62,: 1
0 0
0 0
53— 0 —)53,: 0
1 1
100
M=10 10
0 0 1

Dies leistet gerade die Einheitsmatrix: E.

Zu Aufgabe: [4.11]
Aufstellen einer Ubergangsmatrix.
Da es sich um drei Personen handelt ist das Problem 3-dimensional.

A
r=|B
C
1 r0
51 =[10] — 61, = 1
0 0
0 0.5
52 = 1 — 62/ = 0
0 0.5
0 0
53 =10 — 53/ = 0,8
1 0,2
0 05 O
M=11 0 08
0 0,5 0,2
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Zu Aufgabe: [4.12]
Aufstellen einer Ubergangsmatrix.
Da es sich um vier Stadien handelt, ist das Problem 4-dimensional.

Fier
I S|
T L2
Kafer
1 0
2 o |05
! 0 0
0 0
0 0
S S I
“2= 10 0,5
0 0
0 0
2 o |0
371 0
0 0,25
0 200
2 of |0
7 1o 0
1 0
0 0 0 200
05 0 0 0
M=1 05 0 0
25 0

Nach einem Durchgang:

4000
1000
400
10
0 0 0 200 2000
0,5 0 0 0 2000
0 05 O 0 200
0 0 025 0 100
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Nach dem zweiten Durchgang;:

2000
2000
500
100
0 0 0 200 20000
0,5 0 0 0 1000
0 05 O 0 1000
0 0 025 0 125

Es sind 20000 Eier, 1000 einjdhrige Larven, 1000 zweijdhrige Larven und 125
Kéfer vorhanden.

Zu Aufgabe:
Aufstellen einer Ubergangsmatrix.

Der Vektor ¥ soll als erste Komponente die Anzahl der Akten des Sachbearbei-
ters A haben, die zweite Komponente die Anzahl der Akten des Sachbearbeiters
C haben. Die dritte Komponente soll die Anzahl der Akten des Sachbearbeiters
C sein. Als vierte Komponente wird noch eine 1 eingefiigt, damit die hinzukom-
menden Akten auch aufgenommen werden kénnen in unsere Rechnung.

A

S
I

B
C
1

Die bearbeiteten Akten von A und B, die aus dem System fallen interessieren
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nicht weiter, da sie auf keinem Schreibtisch mehr auftauchen.

1 0,2
5 _ 0 o 0,75
7 1o =1 o
0 10
0 0,25
. 1 . 0
€y = 0 —)62,: 0.5
0 0
0 0
. 0 L, 0,75
=11 7% = o025
0 0
0 0
. 0 , 0
€4 = 0 —> €4 = 0
1 1
M =

0 05 025 0
0 0

Nach einem Durchgang, wenn kein Sachbearbelter Akten auf dem Tisch hat,
sind danach 10 Akten bei A gelandet:

0,2 0,25
0,75 0 075 0

= = O O O
S~

02 025 0 10

0,75 0 0,755 0 0
0 05 025 0 0
0 0 0 1 1

Nach dem zweiten Durchgang:
10
0
0
1

02 025 0 10 12

0,75 0 075 0 7,5
0 05 025 0 0

0 0 0 1 1
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Nach dem dritten Durchgang:

12
7.5
0
1

02 025 0 10 14,275

0,75 0 0,75 0 9
0 05 025 0 3,75
0 0 0 1 1

Nach dem dritten Durchgang hat A 14,275 Akten, B 9 und C' 3,75.
Zu Aufgabe: 4.14
0,2 0,3 0,3

A=105 0 06
0,3 0,7 0,1

Siehe Abb. 4.8 auf S.

Abbildung 4.8: Die Ubergangs-
graphik zu Aufgabe [4.14] S. B3l

Zu Aufgabe:
Das Gleichungssystem kann man schreiben als:

(1 1 =
a:ly o
Zu Aufgabe: 4.16]
Das Gleichungssystem kann man schreiben als:

(2 -3\ .
061133'
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Zu Aufgabe: 4.17
Um jeden Punkt der Ebene um drei nach links zu verschieben, benttigen Sie eine

Hilfsdimension:

M =

o O =
o = O
_ ot O

N
N———

Wenn Sie jetzt einen beliebigen Punkt haben: (3]4), so schreiben Sie ihn als: (
1 0 O 3
01 =5 41 =1-1
0 0 1 1



Kapitel 5

Matrizenrechnung

In diesem Kapitel lernen Sie Rechenregeln zum Rechnen mit Matrizen kennen.

5.1 Addition und Subtraktion

Matrizen kéonnen nur addiert werden, wenn Sie die gleichen , Abmessungen“ ha-
ben. Eine (2 x 3)-Matrix kann nur mit einer anderen (2 x 3)-Matrix addiert
werden.

Die einzelnen Komponenten werden jeweils addiert oder subtrahiert:

2 3 3 5 5 8
4 51 +(|1 2)=157
6 2 1 2 7 4

Genauso funktioniert die Subtraktion.
Diese Regel macht so wie sie ist Sinn, weil die einzelnen Komponenten der
Matrix ja fiir vollig unterschiedliche Dinge stehen koénnen.

5.2 Multiplikation

5.2.1 Multiplikation einer Zahl mit einer Matrix

2 3
A=14 5
6 2
2-2 2-3 4 6
2A=1(2-4 25 =18 10
2-6 2-2 12 4
Alle Komponenten werden mit dem Vorfaktor multipliziert! Das macht auch Sinn,

denn es gilt: 24 = A + A.

66
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5.2.2 Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Die Multiplikation kann von rechts oder von links erfolgen.

1. Der Vektor ¥ wird von rechts an die Matrix A multipliziert: Az

2 3
- (13). ()
6 2
4
)
2 3 2-44+3-5 23
4 5 4-445-5| = 1|41
6 2 6-442-5 34
2 3 4 23
6 2 34

Wichtig ist in dem Fall, dass die Anzahl der Spalten der Matrix gleich der
Anzahl der Zeilen des Vektors ist!

2. Die Multiplikation des Vektors von links an die Matrix A. #T A:

2 3 4
A=|4 5], Z=|[5], =4 5 1)
6 2 1
2 3
T 4 5
A= 6 9
(45 1) (4-2+5-4+6-1 4-3+5-5+1-2)=(34 39)

A= (4 5 1)- = (34 39)

S = DN
DN Ot W

5.2.3 Multiplikation einer Matrix mit einer Matrix

Die Multiplikation einer Matrix mit einer Matrix benttigen Sie, wenn Sie mehrere
einfache Operationen hintereinander ausfithren mdochten.

1. Drehung (D) und dann eine Spiegelung (S5): DSZ.

2. Wenn Sie eine Matrix mit sich selbst multiplizieren, also eine Potenz einer
Matrix ausrechnen, weil Sie wissen wollen, was in 2, 3 usw. Jahren passiert.
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2 3
a-(ia). m-(02))
6 2
1 2 1
< 3 4 0)
2 3 2-1+3-3 2:2+3-4 2-14+3-0 11 16 2
AB = 4 5 4-145-3 4-245-4 4-14+5-0 =119 28 4
6 2 6-1+2-3 6-2+2-4 6-1+2-0 12 20 6

Achtung: Selbst bei quadratischen Matrizen gilt nicht immer: AB = BA:
1 2 10
=3 o-0)
10
11
1 2 3 2 10 1 2
3 4 7 4 11 4 6

wW =
=~ N

Also:
(1 2\ [1 0\ _ 1+2 2 (32
AB = {3 4) 1 1) = 3+44) ~\7 4
10 1 2 1 2
BA = {1 1 3 4 _<1+32+4)_ 4 6
AB # BA

(Hier ist die Multiplikation einmal eine Spalten- und einmal eine Zeilenaddition).

5.3 Inversion einer Matrix

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie man die Inverse einer Matrix bildet.

5.3.1 Verfahren

Wenn man eine Matrix A hat, dann ist die Matrix A~" gesucht, die mit A mul-
tipliziert die Einheitsmatrix ergibt:

AAT'=FE=A7'A

Das Verfahren ist im Prinzip sehr einfach. Als Beispiel nehmen wir uns die

Matrix A:
2 3
= (i 3)
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Will man eine Inverse errechnen, so schreiben Sie zuerst die Matrix auf und

daneben die Einheitsmatrix:
2 3 1 0 )
4 5 0 1

Dann formen Sie mit dem Gaufiverfahren die linke Matrix zur Einheitsmatrix
um. Dabei wenden Sie die Umformung auch auf die andere Matrix an:

II=1I1-2-1
2 3 1 0
G2 1 (Y
[=1+3-1I

2 0 —5 3
0 —1 (-2 1
[=1/2 II=(=1)-1I
10 25 15
G117 )

(=25 15\ 1 (5 -3
A _(2 1) T 9 \a 2

Sie erkennen, dass bei einer (2 x 2)-Matrix (aber auch nur da) auf der Diagonalen
die Vorzeichen geédndert werden und die anderen Zahlen vertauscht werden. Der
Vorfaktor ist der Kehrwert der Determinante.

10

0 1

Probe:
(23 1 /5 =3y _ 1 (=20
AA_<45—2—42_—20—2
5.3.2 Tip

Es ist sinnvoll Priifsummen zu bilden. Zum Beispiel die Summe der Eintridge der
Spalten. Dann konnen Sie leicht ,,soll“ und ,,ist* vergleichen und Sie kénnen sich
sicherer sein, dass Thre Rechnung stimmt.

5.3.3 Zum Auswendiglernen

Wir benétigen in dem Skript hiufig die Inverse einer (2 x 2)-Matrix. Daher macht
es Sinn, sich eine Formel einzuprdgen und nicht jedesmal das GauBverfahren
anzuwenden.

oL (d by _ 1 (d b
~det(A)\—c¢ a ) ad—bc\-c a
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Beispiele:
=G s (S D)5 -G )
e s )= 00)=00)
Ganz besonders einfach wird die Inverse, wenn die Determinante 1 oder —1 ist:
5=(35) Bl mras (G )1 (5 R) (5 )
(0 (5 )6 Y

5.3.4 Warum ist das ganze so einfach?

Nun, im Prinzip stellt man sich die Frage, welcher Vektor folgende Gleichungen

lost:
. 1 . 0

Wenn man dann eine Matrix mit den Spalten v; und v, bildet, dann erhélt man
gerade die Inverse Matrix.
2 3
=03

Beispiel:
Es ergeben sich nun zwei Gleichungssysteme:

(=) e (3)7=0)

Beide Gleichungssysteme losen Sie nach dem Gaufiverfahren:

10y, -1(5 4 (YO0, _L(-3
0 1) = 95 \—g) U 01/~ 9\ 2

Sie haben zweimal (fiir beide Gleichungssysteme) dieselben Umformungen ge-
macht. Der Weg oben (Kap. B3], S. [68)), beide Gleichungssysteme auf einmal zu
16sen, ist schneller. Noch schneller ist natiirlich die Formel aus Kap. £33, S. 69
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5.3.5 Wann lisst sich eine Inverse bilden?

Nun, Sie miissen die Gleichungssysteme aus Kap. £.3.4] S. eindeutig losen
konnen, also Av; = ey, Avg = e5 usw. Dies geht aber nur, wenn die Determinante
von A ungleich null ist:
Eine Matrix A hat genau dann eine Inverse, wenn gilt: det(A) # 0.
Ohne Beweis gilt dariiberhinaus:

det(A™1) = 1/det(A)

Im Beispiel gilt:
2 3
(0 3)
1 (=25 15
= (3 1)

det(A)=2-5—-3-4=—-2

1 1
et(A™") = (=2,5) - (1) 5=25-3=-05=— = =s

5.3.6 Aufstellen einer Matrix allgemein

Wenn Sie zwei beliebige Abbildungen zweier Vektoren kennen, dann kénnen Sie
die Matrix der Abbildung nicht einfach aufstellen. Denn Sie kennen ja nicht die
Bilder der Einheitsvektoren. In diesem Fall benédtigen Sie die Inverse. () — ...
bzw. (9) — ... kennen sie nicht.

Beispiel:
Gegeben sind folgende Ubergiinge:

i~ (1) == (3) wa 5= (1) ai-(})

Wie kann man dann die Ubergangsmatrix aufstellen?
Die beiden Abbildungen kénnen Sie zusammenfassen:

a3 4) = ()

Sie erhalten M, wenn Sie jeweils von rechts! mit der Inversen A~! multiplizieren.
Dazu erstellen wir erst die Inverse der Matrix A:

1 1
1 /-1 -1 1/1 1
-1 _ _ =
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Dann 16sen wir die Gleichung

—_ = =

)
Mu¢A42(§ )A* M-E=M
E
e
u=(1) 50 4)
= (1)

Tatséchlich gilt:

und

5.4 Regeln

|-A=1 von rechts

72

Bei dem Rechnen mit Matrizen gelten bis auf die Division dhnliche Regeln wie

bei den reellen Zahlen:

e A+B=B+A

Die Vertauschbarkeit bei der Addition kennen Sie sonst auch: 3+4 =4+ 3

e A=A
e A(BC)=(AB)C

Es ist also egal, was man zuerst ausrechnet, ob A- B oder B - C'

e A+ (B+C)=(A+B)+C

Das sind die Klammerregeln wie sie sonst auch gelten.

e (A+ B)¥ = AZ+ BZ Das sind die Klammerregeln wie sie sonst auch gelten.

e AAT'=A"TA=F
Wenn denn eine Inverse iiberhaupt existiert.

o AA= A2,  AAA= A3 usw.
Zur Beachtung: In der Regel gilt: AB # BA
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5.5 Aufgaben

Aufgabe 5.1

()
(1 2)

1. Bestimmen Sie AB. Und geben Sie in unserer Dokumentationsweise des
Gauflschen Algorithmus an, wie B zu AB verdndert werden muss mit Hilfe
des Gaufischen Algorithmus.

Multiplizieren Sie A mit B:

2. Bestimmen Sie BA.

(Losung siehe Seite [78]).
Aufgabe 5.2

10
= (03)
1 2
o=(3 %)
1. Bestimmen Sie AB. Und geben Sie in unserer Dokumentationsweise des

GauBlschen Algorithmus an, wie B zu AB verdndert werden muss mit Hilfe
des Gaufischen Algorithmus.

Multiplizieren Sie A mit B:

2. Bestimmen Sie BA.

(Losung siehe Seite [78)).
Aufgabe 5.3

()
(2

Bestimmen Sie AB. Und geben Sie in unserer Dokumentationsweise des Gauf3-
schen Algorithmus an, wie B zu AB verédndert werden muss mit Hilfe des Gauf3-
schen Algorithmus.

(Losung siehe Seite [7]]).
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= 2)
o=(%

Bestimmen Sie AB. Und geben Sie in unserer Dokumentationsweise des Gauf3-
schen Algorithmus an, wie B zu AB verdndert werden muss mit Hilfe des Gau$3-

schen Algorithmus.
(Losung siehe Seite [79]).
11
=(10)
1 0
o= (4 o)

Aufgabe 5.5

Bestimmen Sie AB. Und geben Sie an, wie B verédndert wird.
(Losung siehe Seite [79]).

Aufgabe 5.6

Geben Sie eine Matrix an, welche die beiden Spalten vertauscht.

(Losung siehe Seite [79]).
1 2
= 1)

Aufgabe 5.7
Geben Sie eine Matrix an, welche folgende Umformungen durchfiihrt:
I=2-145-11
I1=1I
Geben Sie an, ob von links oder rechts multipliziert werden muss.
(Losung siehe Seite [79]).
1 2
=)

Aufgabe 5.8

Geben Sie eine Matrix an, welche die 1. Spalte von A so verdndert, dass die neue
1.Spalte aus dem Doppelten der 1. Spalte und dem Dreifachen der 2. Spalte be-
steht. Die neue 2. Spalte soll die Summe der 1. Spalte und der 2. Spalte enthalten.
Geben Sie an, ob von links oder rechts multipliziert werden muss.

(Losung siehe Seite [R0]).
1 2
3 1

Aufgabe 5.4

Aufgabe 5.9

s
I
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Geben Sie eine Matrix an, welche die Spalten aufaddiert und in die neue erste
Spalte schreibt. Die neue zweite Spalte soll aus Nullen bestehen. Geben Sie an,
ob von links oder rechts multipliziert werden muss.

(Losung siehe Seite B0).
1 2
=)

Aufgabe 5.10
Geben Sie eine Matrix an, welche jeweils die Zeilen aufaddiert, so dass in der
Ergebnismatrix dann jeweils die Summen der Zeilen stehen.

Geben Sie an, ob von links oder rechts multipliziert werden muss.
(Losung siehe Seite B0).

Aufgabe 5.11

Bestimmen Sie das Produkt AB.
(Losung siehe Seite B0).

Aufgabe 5.12

Bestimmen Sie das Produkt AB.

(Losung siehe Seite [BT)).

Aufgabe 5.13 Gegeben ist Thnen die Matrix M. Mit welcher Matrix muss man
von rechts multiplizieren, damit sich die Spalten vertauschen?

(Losung siehe Seite [RT]).

1 2
=3 )
Aufgabe 5.14

Geben Sie alle dreidimensionalen Permutationsmatrizen an. Dies sind die Ma-
trizen (P), mit denen Sie von links multiplizieren, damit die Zeilen vertauscht
werden:

P-M=M

In M’ sind dann die Zeilen entsprechend der Permutationsmatrix vertauscht.
(Losung siehe Seite [RT]).
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Aufgabe 5.15
Geben Sie alle dreidimensionalen Matrizen (SP) an mit denen Sie bei der Multi-
plikation von rechts die Spalten vertauschen.

M-SP=M'

In M’ sind dann die Spalten entsprechend der Permutationsmatrix vertauscht.

(Losung siehe Seite [82)).
1 2
=)

Aufgabe 5.16
Bestimmen Sie wenn Sie denn exisitiert A~! durch Umformungen zu einer Ein-
heitsmatrix.
(Losung siehe Seite [4]).
Aufgabe 5.17
11 3
A=12 4 6
1 0 2
Bestimmen Sie wenn sie existiert A~' durch Umformungen zu einer Einheitsma-
trix.
(Losung siehe Seite [84]).
Aufgabe 5.18
1 0 —1
A=1[2 1 4
00 1

Bestimmen Sie wenn sie existiert A=' durch Umformungen zu einer Einheitsma-
trix.

(Losung siehe Seite [RH]).
Aufgabe 5.19

010
A=1(1 0 0
0 01

Bestimmen Sie A~' ohne zu rechnen. (Uberlegen Sie, wo in den Spalten der
Inversen jeweils 1 stehen muss, damit das Produkt von A und A~! nur auf der
Diagonalen 1 erhilt.)

(Losung siche Seite [86]).

Aufgabe 5.20 )
Von einer Abbildung sind folgende Ubergénge bekannt.

(3) = (3) = (2) = (1)
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Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung.
(Losung siehe Seite [B6)).

Aufgabe 5.21 )
Von einer Abbildung sind folgende Ubergénge bekannt.

1 . 4 d 1 . 5
3 5) "M 4 14
Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung.

(Losung siehe Seite [B6)).

Aufgabe 5.22 )
Von einer Abbildung sind folgende Ubergéinge bekannt.

(3) =+ () e (1) ()

Bestimmen Sie die Matrix der Abbildung.
(Losung siehe Seite [R7]).

7
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5.6 Losungen

Zu Aufgabe: (5.1
1 2
3 4
1 2 7 10
(1) (17%)
1 2 1 2 7 10
AB_<1 1)'(3 4)‘(4 6)
I=1+2-11
I11=1I+1

Zu Aufgabe:
I1=1

IN=1+3-11

Zu Aufgabe:

78
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12\ (12 7 10
AB_<3 1)'(3 4)_<6 10)
I=I+2-1I

I11=11+3-1
Zu Aufgabe: 5.4

1 2 -3 11
as=(y 3) ()
1 2 1 3 -3 11
AB_<3 —1)'(—2 4)‘(5 5
I=I1+2-1II

I=(D)II+31
Zu Aufgabe:

10
-1 0
11 0 0
as=(11) (00)
11 1 0 00
AB_<1 1)'(—1 0)_(0 0)
I=1+1I
II=11+1

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: (5.7
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Zu Aufgabe: 5.8

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: 5.11]

80
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4 2
31
1 3 13 5
AB_(Q a) <3a+8 a+4)
1 3 4 2 13 5
AB_(Q a)'<3 1)_<3a+8 a+4)
Zu Aufgabe: 5.13

Sie miissen mit einer sogenannten Permutationsmatrix multiplizieren:

12\ /0 1\ (21
3 4)\1 0/ \4 3
Zu Aufgabe: 5.14]

Diese Permutationsmatrizen (P) tauschen die Zeilen, wenn man P von links mul-
tipliziert: P - M P.

Zur Erinnerung:

Zu Aufgabe:

P11 P12 P13
P = P21 P22 P23
P31 P32 P33
1. Vertauscht keine Zeilen:
1 00
010
0 01
2. Tauscht:
Do 1 2. Zeile — 3. Zeile
D23 1 3. Zeile — 2. Zeile
1 00
0 01
010
3. Tauscht:

P2 ¢ 1. Zeile — 2. Zeile
P12 i 2. Zeile — 1. Zeile

0
0
1

o = O
o O =
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4. Tauscht:

P2 ¢ 1. Zeile — 2.
P32 i 2. Zeile — 3.
P13 3. Zeile — 1.

O = O
_ o O
(@]

5. Tauscht:

psa : 1. Zeile — 3.
Do,z i 2. Zeile — 2.
P13 3. Zeile — 1.

_ o O
O = O
(@]

6. Tauscht:

P31 1. Zeile — 3.
P12 i 2. Zeile — 1.
D23 3. Zeile — 2.

_ o O
o O =
O = O

Zu Aufgabe:

Zeile
Zeile
Zeile

Zeile
Zeile
Zeile

Zeile
Zeile
Zeile

82

Diese Matrizen (SP) tauschen die Spalten, wenn man von rechts multipliziert:

M- SP.

Zur Erinnerung:

SP1,1 SpP12 SP1,3
SP = SP2,1 SpP22 SP2.3
SP3,1 SpP32  SP3.3

1. Vertauscht keine Spalten:

o O =
O = O
_ O O
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2. Tauscht:

P32 : 3. Spalte — 2. Spalte
Do, 2. Spalte — 3. Spalte

3. Tauscht:

D21 ¢ 2. Spalte — 1. Spalte
p12: 1. Spalte — 2. Spalte

4. Tauscht:

D2 ¢ 2. Spalte — 1. Spalte
P32 : 3. Spalte — 2. Spalte
p1,3: 1. Spalte — 3. Spalte

5. Tauscht:

P31 ¢ 3. Spalte — 1. Spalte
P22 : 2. Spalte — 2. Spalte
p1,3: 1. Spalte — 3. Spalte

6. Tauscht:

P31 ¢ 3. Spalte — 1. Spalte
p12: 1. Spalte — 2. Spalte
Do, 2. Spalte — 3. Spalte
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Zu Aufgabe:

Also existiert eine Inverse.

~
—
)
~__
VR
I
—_ o =
— o — o
L O~ ~— ~—

Zu Aufgabe: 5.17
11 3
A=12 4 6
10 2
Die Determinante berechnet sich nach der Regel von Sarrus:

det(A) =1-4-2+1-6-143-2-0
~3.4.1-1-2:2-1:6-0
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Also existiert eine Inverse.

113 1 00
2 46 010
1 0 2 0 01
IT=11-2-1
1T =111—-1
11 3 1 00
0 2 0 -2 10

—_

<
) e
02 0 (_1208)
il
<

1
2 O 0 -8 2 6
02 0 -2 10
00 -2 -4 1 2
[=1/2
1 =11/2 11 =111/(~2)
1 0 0 —4 1 3
010 -1 05 0
0 01 2 —-0,5 -1
Zu Aufgabe: 5.18
1 0 —1
A=12 1 4
00 1

Die Determinante berechnet sich nach der Regel von Sarrus:
|Al=1-1-140-4-0+(=1)-2-0

—(=1)-1-0-0-2-1—1-4-0
=1

det(A™1) =
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Also existiert eine Inverse.

1 0 —1 10
21 4 0 1
00 1 0 0
Ir=I1r-2-1
1 0 -1 1 0
01 6 -2 1
00 1 0 0
I=1+1II IT=11—-6
1 00 1 0
010 -2 1
0 0 1 0 0
Zu Aufgabe: 5.19
0 1
A=1(1 0
0

_— o O
= OO N -

S = O

0

1

At = 0
0

Dies bestatigt sich leicht durch nachrechnen.

Zu Aufgabe:
1 1
=2 )

=
e
I

oo
A~ W

ot
w

ot
W

ot
W

/\/\U‘/—\/—\
w
N— N N

= = £
I

w
—_

— O

86
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Zu Aufgabe: [5.21]

Zu Aufgabe:

87



Kapitel 6

Geometrie I — Abbildungen

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie bei bestimmten geometrischen Abbildun-
gen die Matrizen aussehen.

Wir werden im speziellen ,,affine* Abbildungen untersuchen. Affine Abbildun-
gen lassen sich stets durch eine Multiplikation eines Vektors mit einer Matrix und
eventuell einer Verschiebung darstellen:

Die Abbildung a:

a:7' =M -Z+b

M ist eine Matrix, b ein Vektor. M und b sind fiir die Abbildung « festvorgegeben
(mit Zahlen!). Wenn Sie jetzt fiir einen Punkt den Bildpunkt berechnen wollen,
dann setzen Sie den Punkt fiir ' ein und erhalten den Bildpunkt: Z’.

Affin heiffit dhnlich. Also betrachten wir jetzt Abbildungen, die Dreiecke als
Dreiecke belassen und Vierecke als Vierecke. Aus Quadraten konnen Rechtecke,
Rauten usw. werden. Aber alle Bilder eines Quadrates haben vier Ecken.

Die linearen Abbildungen, die Sie mit Matrizen beschreiben kénnen, kénnen
Sie auch geometrisch interpretieren. Damit beschéftigen wir uns in diesem Kapi-
tel.

Die Eigenschaften affiner Abbildungen in der Geometrie:

1. Geraden werden auf Geraden abgebildet.

2. Parallele Geraden werden zu parallelen Geraden.
Urbild und Bild bleibt also dhnlich zueinander.

3. Die Abbildung ist umkehrbar. (Man kann also eine Inverse bilden, zu je-
dem Bildpunkt gibt es genau einen Punkt als Urbild. Denken Sie an die
Umkehrfunktionen. Da gab es auch zu jedem y-Wert nur einen x-Wert.)

4. Teilverhéaltnisse bleiben erhalten. Die Form bleibt erhalten, die Grofle nicht
unbedingt. Man sieht das Objekt eventuell wie durch eine Lupe oder wie
aus grofler Entfernung.

88
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6.1 Streckung

Ein 2-dimensionaler Vektor wird durch folgende Matrix M um k gestreckt:

u=(49)

Das Quadrat aus Abb. ist gestreckt worden um den Faktor 1,5, oder mit der

y y
24 21
1 1+
1 b 1 2 1 b 1 2 4
1+ 14+
Abbildung 6.1: Ein Quadrat mit der Abbildung 6.2: Das aus Abb. mit
Seitenldnge 1 und den Eckunkten (0|0), dem Faktor 1,5 gestreckte Bild.

(1/0), (0]1), (1]1)

Matrix abgebildet: (3>, ). Dies ergibt das Bild in Abb. G2

6.2 Drehung

Die Drehung um einen bestimmten Winkel um den Ursprung soll untersucht
werden.

Drehen um den Winkel v nach links um den Ursprung. Wir untersuchen zuerst
den Vektor €;. Sehen Sie sich dazu bitte auch Abb. an:

= (o) = ()
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y

y
11 11
sin(a)
sin(a)
cos(a)
a
i fa} a ! i a) }
-1 D cos(a) 1 -1 D 1
X
-1+ 14
Abbildung 6.3: Der Vektor (1]0)T wird Abbildung 6.4: Der Vektor (0]1)T wird
um « nach links gedreht. Der neue x- um « nach links gedreht. Der neue x-
Wert ist dann cos(a) und der neue y- Wert ist dann —sin(«) und der neue
Wert ist dann sin(a). y-Wert ist dann cos(«).

Wir untersuchen dann den Vektor ey. Sehen Sie sich dazu bitte auch Abb. an:

o (1) == ()

D. — (cos(a) —sin(a))

sin(a)  cos(«)
Woran erkennt man, dass eine Drehmatrix vorliegt?
D ist eine Drehmatrix, wenn die folgenden beiden Bedingungen gelten:

1.
det(D) =1
D'=DT also DDY'=E

D7 ist die transponierte Matrix. Alle Werte werden entlang der Diagonalen

getauscht: i
o= (20 )
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Eigenschaften einer Drehmatrix D:
1. det(D) = 1.
2. Die Summe der Quadrate einer Zeile oder einer Spalte ist immer gleich eins.

3. Spur(D) =n — 2+ 2cos(a).

6.3 Scherung

Eine Abbildung ist eine Scherung, wenn bei ihrer Matrix in der Diagonalen nur
Einsen stehen und wenn auflerhalb der Diagonalen nur ein Element von null
verschieden ist.

Z.B. ist folgende Matrix eine Scherungsmatrix, die Vektoren um den Winkel

« schert. @
1 tan(a
= ")

Die Scherung ist eine Abbildung, die im 2-dimensionalen die Fliache erhilt und im
3-dimensionalen das Volumen. Wenn Sie ein Rechteck zu einem Parallelogramm
scheren, bleiben die Flichen gleich. (Das kann man benutzen, um den Satz des
Pythagoras zu beweisen.)

Ein weiteres Beispiel fiir eine Schermatrix:

100 m 0

010 0 0

S=1001 0 0

000 1 0

000 0 1
100 —m 0 100 n-moO
010 0 0 010 0 0
ST'=loo0o1 0 o0 s"=lo01 0 0
000 1 0 000 1 0
000 0 1 000 0 1

Auf der Diagonalen steht die 1 und irgendwo steht das Scherelement m.

e Die Determinante einer Schermatrix ist immer 1.
Denn auf der Hauptdiagonalen stehen nur 1 und die Schermatrix ist eine
Dreiecksmatrix.

e Da die Determinante ungleich null ist, hat eine Schermatrix eine Inverse.
Die Inverse ist wiederum eine Schermatrix.

e 1 ist der einzige Eigenwert der Schermatrix. Ist S eine (n x n)-Matrix. So
gilt: det(S) = 1 und Spur(S) = n.
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e Eigenvektoren einer Schermatrix sind immer die Scheraxen.

Bsp.:
1 A
=0 1)

M ist eine Schermatrix, die entlang der x-Achse schert. Die x-Achse ist eine
Scherachse. Also ist ein Vektor der x-Achse ein Eigenvektor, denn der bleibt

ja unverédndert:
L 1
-~ \0

6.4 Spiegelung

Wir wollen jetzt Achsenspiegelungen an der Koordinatenachse untersuchen. In
Aufgabe 1] S. [51] haben Sie schon eine solche Matrix aufgestellt. Spiegelungen
an beliebigen Geraden werden wir in Kap. [[4] S. untersuchen.

Bei allen Spiegelungen an einer Ursprungsgeraden gilt fiir die darstellende
Matrix:

1.
det(S) = —1

S—l — ST

ST ist die transponierte Matrix. Alle Werte werden an der Diagonalen gespiegelt:
M = (1%), dann gilt: MT = (1%),
Beispiel:

1. Achsenspiegelung an der Ursprungsgerade:

0 1
= (V)
2. Achsenspiegelung an einer beliebigen Urpsrungsgerade.
Sy sei eine Ursprungsgerade, die die x-Achse mit dem Winkel a schneidet.
Die Matrix einer Spiegelung Sg an einer Ursprungsgeraden ist:
g _ cos(2a) sin(2a)
9\ sin(2a)  — cos(2a)
Wenn a = 45° ist, dann gilt:
sin(90°) =

1
cos(90°) =0

Damit ist S, = (9}), wenn h die Ursprungsgerade ist (45°-Winkel mit der
x-Achse).
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6.5 Punktspiegelung

Die Punktspiegelung am Ursprung wird durch folgende Matrix beschrieben:

r= (o)

Bei einer Punktspiegelung gibt es genau einen Fixpunkt, der bei der Spiegelung
auf sich selbst abgebildet wird: der Spiegelpunkt.

6.6 Translation

Die Translation oder Verschiebung kann eigentlich nicht mit Matrizen bearbeitet
werden. Jeder Vektor p' wird um einen festen Vektor @ verschoben:

T=ad+p
Um dies mit Hilfe einer Matrix zu bewerkstelligen, ben6tigt man einen kleinen
Trick. Man fiihrt eine weitere Zeile bei den Vektoren ein, die immer 1 ist:
Der Punkt (2|3) wird also beschrieben durch:

S
I
=W N

Eine Verschiebung um 5 parallel zur x-Achse erfolgt durch folgende Matrix:

105
A=1(10 1 0
001
1 05 2 7
Au= |0 1 0 31 =13
0 01 1 1
Eine Verschiebung um o = (3} ) erfolgt durch folgende Matrix bei Multiplikation
von links:
1 0 (%1
B=10 1 v
00 1
10 (%1 2 24+v+1
B-u= 0 1 (%) 3 = 3 + (%)
00 1 1
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6.7 Affine Abbildung

Eine affine Abbildung ist gegeben durch die Multiplikation mit einer Matrix und
anschliefender Addition eines Vektors. Dabei muss die Matrix invertierbar sein,
also muss det(M) # 0 gelten.

Eine affine Abbildung hat folgende Struktur:

a:z' =M-F+b

a ist der Name der Abbildung (so wie bei den Funktionen f oder g ...).
Beispiel:
Die Abbildung mit dem Namen a:

YR B = 5
oa:x —<1 0) :B+<5)

Der Vektor: 7 = (#) wird dann folgendermaflen abgebildet:

reaeri=(32)- () () - (9)

Bei affinen Abbildungen bleiben Teilverhéltnisse gewahrt.

An einem Beispiel sehen wir, dass die Teilverhéltnisse tatsédchlich gewahrt
bleiben. Wir betrachten die Abbildung von oben. Wir nehmen uns nun zwei
beliebige Punkte A und B. Der Punkt C soll in der Mitte liegen. Alle Punkte
liegen auf einer Geraden und werden durch die Vektoren @, b und @ dargestellt:

S (2 - 6 L (4
“~ 1 3 T
C liegt in der Mitte der Strecke von A nach B.

S (2) o (1B P (O g (2 (A L (2
“=\1) 7 =\7) "7 \3 “\11/) 7 \2 © =\

Die Langen der Strecken bekommen Sie, wenn Sie die Vektoren voneinander ab-
ziehen:
Zunichst berechnen wir die Differenz:

:@ 5—6=® 5‘5:@
,:<146) 5/—6’=® 5/_5/:@)

b—

ST

b —

ST
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und dann die Léngen der Differenzenvektoren:

b —d| = V42 + 22 = V20

e—dl=vV22+1° =15

- =v22+12=+5
0" —@'| = V162 + 42 = /272
&' —d'| = V82 +22 = V68
b’ — &' = V82 +22 = V68

Jetzt untersuchen wir die Teilverhéltnisse und rechnen vor, dass sie in diesem
Beispiel gleich bleiben.

b-a v [5
b’ —a'| V272 68
c—al Vb 5

Y
e’ —a’l 68 V68
b-a V5[5
b/ —¢| V68 V68
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6.8 Aufgaben

Aufgabe 6.1

Gesucht ist eine Matrix, die jeden 2-dimensionalen Vektor aus dem R? um den
Faktor 3 streckt und dann um 90° um den Ursprung nach links dreht.

(Losung siehe Seite [O7)).

Aufgabe 6.2

Gesucht ist eine Matrix, die jeden 3-dimensionalen Vektor des IR?® zuerst an der

x-y-Ebene spiegelt und dann um 60° nach links um die z-Achse rotieren li8t.
(Losung siehe Seite [@7)).
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6.9 Losungen

Zu Aufgabe:
Eine Streckmatrix um den Faktor 3:

3 0
=0 9)
Eine Drehmatrix, die einen Vektor um 90° nach links dreht:
0 -1
o= )

die gesuchte Matrix streckt zuerst und dreht dann:
0 -3
wesas ()

- 0 —3 v\ 3U1 . U1
o= 0) ()= (o) = ()
Zu Aufgabe:
Spiegeln an der x-y-Ebene:

Probe:

0
0

1
A=10
0 —1

S = O

Eine Drehmatrix, die einen Vektor um 60° nach links um die z-Achse dreht:

1
sin(60°) = 5 V3~ 0,86

cos(60°) = 0,5
cos(60°)  — sin(60°) 05 —086 0

0
B = | sin(60°) cos(60°) 0]~ (086 05 0
0 0 1 0 0 1

die gesuchte Matrix spiegelt zuerst und dreht dann:

0,5 —0,86 0
M=BA=|[08 05 0
0 0 -1



Kapitel 7

Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Frage, der wir in diesem Kapitel nachgehen, ist, wann eine Abbildung einen
Vektor auf sich selbst oder seinem Vielfachen abbildet.

Beispiel:
Welche Vektoren bildet eine Drehung auf sich selbst oder einem Vielfachen ihrer
selbst ab? Nun, wenn man den Winkel kennt, kann man so eine Frage mit dem
gesunden Menschenverstand, 16sen. Wenn der Winkel 180° ist, dann wird jeder
Vektor auf sein negatives abgebildet. Wenn der Winkel 360° ist, dann wird je-
der Vektor auf sich selbst abgebildet. Bei einem beliebigen Winkel wie z.B. 45°
ldsst sich kein Vektor finden, der auf sich selbst oder einem Vielfachen von sich
abgebildet wird. Aber, wie erfihrt man das rechnerisch bei komplizierteren Ab-
bildungen? Kann man immer so einen Vektor finden? Diesen Fragen werden wir
nachgehen.

Als Gleichung sieht unsere Forderung (eine Matrix bildet einen Vektor auf
einem Vielfachen seiner selbst ab) so aus:

AZ =\
A:  (n x n)-Matrix
Z:  n-dimensionaler-Vektor: (n x 1), der gesuchte Eigenvektor
A der gesuchte Eigenwert (eine Zahl), A € R.
Beispiel:

()

Die Matrix A hat die Eigenwerte: A\; = 1 und Ay = 3 und die zugehdorigen

Eigenvektoren sind:
. 1 _ 1
v = <0> und 7y = <1> , denn

98
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Also gilt:

99
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7.1 Berechnung der Eigenwerte

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Frage, wie man Losungen fiir
A und Z bei gegebenem A findet:

AT =\t

7.1.1 Umstellen der Gleichung

Wir schauen uns zuerst die Gleichung als Gleichungssystem an:
1 2
= %)
1 2 T x
b 306 6)

le + 2y = Xz
0Or + 3y = My

Umstellen ergibt (obere Gleichung: —\x, untere Gleichung: —\y)

(I-XNz + 2y =0
0z + 3—ANy = 0

Dies kann man in der Matrixform schreiben:

1-x 2 \._
( 0 3—A>x_0

Oft werden Sie auch diese Schreibweise finden:

() -)e-
(69 )

(A= \E)Z =0

Sie sehen, dass die Schreibweisen identisch sind.

oder
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7.1.2 Bestimmen der Eigenwerte

(A= AE)Z=0
Wann hat diese Gleichung eine Losung?

Nun, dabei helfen uns die Determinanten. Zur Erinnerung, eine Gleichung hat
eine eindeutige Losung, wenn die Determinante ungleich null ist. Eine Losung,
die immer geht, ist © = 0. Diese Losung ist aber trivial und langweilig. Wenn es
also eine nicht-triviale Losung geben soll, muss die Determinante also gleich null
sein.

det(A—AE) =0
hier also:
det(A — A\F) = 5\
dann hat die Gleichung nicht nur die eindeutige, triviale und langweilige Losung
Z=0.
Wir untersuchen also diese Funktion auf Nullstellen.
f(A) = det(A — \E)

Diese Funktion nennt man das charakteristische Polynom. Um davon die Null-
stellen zu finden miissen wir im 2-dimensionalen Fall die quadratische Gleichung
16sen:

(16)\ 2 )‘:(1_)\)(3_>\)_2.0:)\2—4)\+3:O

det(A—AE)=(1-A)-(3—A\) =0

Dies ist eine quadratische Gleichung bei der das A\ gesucht ist. Unser Beispiel wird
gelost durch:
)\1:30der)\2:1

7.1.3 Bestimmen der Eigenvektoren

Zur Bestimmung der Eigenvektoren muss man nun die dazugehorigen Gleichungs-
systeme l6sen:

1. Fall: )\1 =3
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Die Losungsmenge ist eine Gerade:

()

Also sind alle Vektoren wie (1), (2), (3), (Z}) usw. Losungen. Dies iiber-
priifen wir exemplarisch an (1):

(3 ()=6)=+()

Der Vektor erfiillt unsere Forderung.
2. Fall: Ay =1
(A-1-E)7=0

(320
090

Bei der Losung darf die x-Komponente beliebig sein, und die y-Komponente
muss null sein. Die Losungsmenge ist eine Gerade:

10

Also sind alle Vektoren wie (§), (2), (3), (') usw. Losungen. Dies iiber-
priifen wir exemplarisch an (}):

12\ (1) _ (1) _ 1. 1
0 3 0o/ \o) 0
Auch dieser Vektor erfiillt unsere Forderung.

Die Eigenvektoren lauten also:

und

>

(3]

Il

\'I—‘

ot

I
N
O =
~—____

Beide Eigenvektoren sind linear unabhéngig.
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7.1.4 Allgemein

Wir untersuchen nur das Eigenwertproblem fiir (2 x 2)-Matrizen. Wir schauen
uns zuerst die Gleichung als Gleichungssystem an:

ar + by = v
cx + dy = Ny

Umstellen ergibt (obere Gleichung: —Ax, untere Gleichung: —\y):

(a— Nz + by = 0
cx + (d=XNy = 0
oder:
ar + by — X = 0
cx + dy — Ay = 0
bzw.

ar + by — (Ax+0y) = 0
cx + dy — (Oz+Xy) = 0

Dies kann man in der Matrixform schreiben:

(57

(A= AE)Z =0

oder

Fiir diese Gleichung kann man eine Losung sofort angeben: # = 0. Dies erfiillt
die Gleichung sofort. Wenn es jetzt noch eine Lésung gébe, wire das schon inter-
essanter. Wann hat diese Gleichung also mehr als eine Losung?

Wenn : det(A — AE) = 0 gilt, dann hat die Gleichung nicht nur die eindeutige
und triviale Losung & = 0.

det(A — AF) ist das characteristische Polynom (im Beispiel oben war es eine
quadratische Funktion). Die Gleichung nennt man auch kurz die charakteristi-
sche Gleichung.

Zur Bestimmung der Eigenvektoren muss man nun die dazugehorigen Glei-
chungssysteme 16sen, die sich ergeben, wenn man A einsetzt. Also:

A—-AE=0

Diese Gleichung losen Sie fiir jedes A.
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Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéingig (ohne

Beweis).
F(A) = det <“;A de)

ergibt:

f(A) =det(A—AE) = (a—N)(d—\) —bc
=ad —a\ — \d+ \* — be
=\ —a\ —d\+ ad — be
=\ — (a+d)\+ad — be
= A? — Spur(A)\ + det(A)

Die charakteristische Gleichung ist immer gleich aufgebaut. Spur(A) ist die Spur
der Matrix, also die Summe der Diagonalelemente.
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7.2 Diagonalisieren

Als Motivation diene folgende Idee: Die Zeilen- und Spaltenumformungen mit
Hilfe des Gaufiverfahrens kann man auch durch Matrixoperationen ausdriicken.

Z. Bsp.:
2 3
1= (0 3)
4 5

Bei der Matrix soll nun (hier der Einfachheit halber) gerechnet werden: II =

17+ 1I:
2 3
4 5

(b)) @3

In dhnlicher Weise kann man nun das ganze Gauflverfahren als Matrixopera-
tionen ausdriicken. Dies ist leider nicht 1:1 umsetzbar. Also, mit Hilfe des Gauf3-
verfahrens kann man nur in Ausnahmefillen auf die Determinante schliefen, auf
die Eigenwerte leider so gut wie nie!

Also: Eine (n x n)-Matrix A ist diagonalisierbar, wenn es eine (n x n)-Matrix
S gibt mit:

=S 'AS
An

So eine Matrix ldasst sich schnell angeben. In S schreibt man als Spalten gerade

die Eigenvektoren.
1 2
= 3)

Bsp.:
hat die Eigenwerte: \; = 1 und Ay = 3. Die Eigenvektoren sind:

1 1
)\1 :37 <1)7 )‘1 = 17 (O)
Dann ist S:
(11 o1 0 -1\ (0 1
S‘<1 o)’ S _—_1<—1 1)‘(1 —1)

Wenn man A mit den einzelnen Spalten von S multipliziert muss ja gerade \;
mal dem FEigenvektor herauskommen:

3 1
o)
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Wenn man das mit der Inversen von S multipliziert kommt gerade E heraus, aber
jede Spalte mit dem Eigenwert multipliziert:

Ceiae (30
p=sas=(} 1)

Dies gilt nur (wird aber nicht gezeigt), wenn jeder Eigenwert nur einmal vor-
kommt!
Umgekehrt gilt natiirlich auch:

D = S7'AS | von rechts - S™!
DSt = S 1ASS!
DS™' = S7'A | von links S-
SDS™! = SS71A
SDS™t = A

30\ o1
s(5 0)s=a

Man sieht deutlich, dass die Eigenwerte auf der Diagonalmatrix von A stehen.
Das Produkt der Eigenwerte ist dann gleich der Determinante:

AlAg)\n:det(A)

7.3 Potenzieren

In diesem Abschnitt lernen Sie, wie man das Produkt eines Vektors mit der Potenz
einer Matrix berechnetr: MY - a.

Z.Bsp:
3 2\ (6
2 3 4

Die zur Matrix gehorenden Eigenwerte und Eigenvektoren sind:

)\1 = 1, vy = (_11) )\1 == 5, Vy = <1)

Sie haben nun zwei Moglichkeiten das obige Produkt auszurechnen.

7.3.1 Alternative I

Die erste Alternative haben Sie schon kennengelernt. Sie bestimmen die Matrizen
S, D und S~! und berechnen dann das Produkt. Dabei nutzen Sie, dass S-S~! =

E gilt.
(11 (10 Lo 1/1 —1
S‘<—1 1) D‘(o 5) S _§<1 1)
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10
3 2\ (6 _ e (6
(2 3) (4)_51)5 SDS1...SDS (4)

S~'S=F

Damit verkiirzt sich dann die Rechnung:

10
3 2\ (6) _ e (6
(2 3) (4)_505 SDS.. SDS (4)

E

7.3.2 Alternative 11

In diesem Weg stellen Sie den gegebenen Vektor durch die Eigenvektoren dar.
Dies ist kein neuer Weg, sondern nur eine andere Sichtweise:

(G) ()= ()

Auf die Zahlen 1 und 5 kommen Sie, wenn Sie folgendes Gleichungssystem losen:

() ()

(Dabei berechnen Sie eigentlich S—1.)
10 10
3 2 6 3 2 1 1
b3 ()=G ) [ ()0l
10 10
3 2 1 3 2 1
)66
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Was hilft uns dies? Nun sehr viel, weil Sie ja jetzt die Matrix mit den Figenvek-
toren multiplizieren, und dies ist ja gerade A mal dem Eigenvektor:

G- (o)
() ()
(4%
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7.4 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

In diesem Abschnitt soll die Spiegelung an einer beliebigen Ursprungsgeraden
im 2-dim. besprochen werden. Natiirlich kénnen Sie das wie immer machen: Sie
tiberlegen sich was bei der Spiegelung aus e; = (}) und e; = () wird. Dies
konnen Sie mit Hilfe der Elementargeometrie oder der Trigonometrie (sin, cos)
16sen.

Hier soll nun aber ein neuer Weg aufgezeigt werden bei dem die Eigenvektoren
benutzt werden. Dazu untersuchen wir zuerst die Eigenschaften der Eigenvektoren
der Spiegelung an der Winkelhalbierenden. Diese Erkenntnisse werden wir dann
in einem zweiten Schritt benutzen um die Spiegelungsmatrix an einer beliebigen

Ursprungsgeraden aufzustellen.

7.4.1 Spiegelung an der Winkelhalbierenden

Wir erstellen zuerst die Matrix, die an der Winkelhalbierenden spiegelt und un-
tersuchen dann diese Matrix auf ihre Figenwerte und Eigenvektoren.

Nun untersuchen wir die Eigenwerte:

B 0—Xx 1\ . B
det(M—AE)-det( 1 O_)\)—)\—l—O

Die Eigenwerte sind: A\ = —1 und A\, = 1.
Die Bestimmung der Eigenvektoren:

1. Zu )\1 =—1:

Ein Eigenvektor ist:

2. Zu )\1 =1:
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()

Nun wollen wir uns die geometrische Bedeutung dieser Eigenvektoren (und
Eigenwerte) anschauen.

Ein Eigenvektor ist:

D

Abbildung 7.1: Eingezeichnet ist die
Winkelhalbierende. Die Matrix, welche
die Spiegelung an der Winkelhalbiern-
den beschreibt, hat die Eigenvektoren

(1/1) und (1/-1).

1. Ein Eigenvektor liegt auf der Geraden. Wenn der gespiegelt wird an der
Geraden dann passiert bei dem Vektor gerade nichts.

2. Der andere Vektor ist senkrecht zur Geraden. Wenn er gespiegelt wird,
dann zeigt er auf die andere Seite. Wenn man den Eigenvektor mit (—1)
multipliziert, erhélt man den gespiegelten Vektor.

Wir sehen, dass bei einer Spiegelung an einer Geraden immer ein Eigenvektor
auf der Geraden liegt und ein Vektor senkrecht zur Richtung der Geraden ist.

Im folgenden werden wir uns damit beschéftigen, wie man aus den gegebenen
Eigenvektoren und Eigenwerten die Matrix erstellt.
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7.4.2 Finden der Matrix

In diesem Abschnitt wollen wir die Matrix finden, die an der Geraden g Punkte

spiegelt:
g:x=r (?) relR

Bei dieser Geraden steigt der y-Wert um 1, wenn der x-Wert um 2 steigt (¥ =

().
g(z) =05z

Die Losung des Problems erfolgt in zwei Schritten:

1. Ermitteln der Eigenvektoren und die dazugehoérigen Eigenwerte.

2. Erstellen der Matrix aus den Eigenvektoren.

Eigenvektoren und Eigenwerte

Da das Problem zweidimensional ist, kann es maximal zwei Eigenvektoren ge-
ben. Wir werden diese zwei Eigenvektoren analog aufschreiben wie bei dem oben
analysierten Fall beim Spiegeln an der Winkelhalbierenden.

1. FEigenvektor:
Ein Eigenvektor liegt auf der Spiegelungsgeraden. Ein Vektor der in dieser
Spiegelungsgeraden liegt, wird beim Spiegeln sicherlich nicht veréindert.

. 2
>\1 = 1, V= <1>
2. Eigenvektor:

Der andere Eigenvektor liegt - wie oben - senkrecht zur Geraden und hat
dann den Eigenwert —1.
. (1
A=-1, Ih= (_2)

Dieser Vektor ist senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden, also senk-
recht zu (?).

Aufstellen der Matrix
Gesucht ist die Matrix M. Bekannt ist, dass folgendes gilt:

(5)=0)
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und y <_12) = (-1) <_12) - (;1>
(3
und ) <?)

Da bei der Multiplikation die Spalten unabhéngig voneinander berechnet werden,
kann man dies auch zusammenfassen:

bzw.
2 1 2 —1
v L)=( )
M erhalten wir, indem wir die Inverse Matrix auf beiden Seiten multiplizieren:
u(? ! 2 1\ /2 -1\ /2 1\
1 -2 1 -2 S\l 2 1 -2
2 —1\ /2 1\
M= (1 2 ) (1 —2)
2 -1\ (2 1\/1 0
1 2] \1 =2 0 —1
2 1\ /1 0\ /2 1\
M= (1 —2) (0 —1) (1 —2)
Dies entspricht gerade der Formel: M = SDS~!. Die Matrix S hat die Eigen-
vektoren als Spalten und in der Diagonalmatrix D stehen die entsprechenden

Eigenwerte gerade auf der Diagonalen.
Wenn man dies ausrechnet ergibt sich:

1/3 4
u=5 (i %)

Es gilt aber:

Damit gilt dann:



KAPITEL 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 113

7.4.3 Spiegeln an Ursprungsgerade — allgemein

In diesem Abschnitt wollen wir die Matrix finden, die an der Geraden g Punkte

spiegelt:
L 1
g:r=r (m) relR

Diese Gerade steigt um m, wenn der x-Wert um 1 steigt:
g(x) = mx
Die Losung des Problems erfolgt in zwei Schritten:
1. Ermitteln der Eigenvektoren und die dazugehotrigen Eigenwerte.

2. Erstellen der Matrix aus den Eigenvektoren.

Eigenvektoren und Eigenwerte

Da das Problem zweidimensional ist, kann es maximal zwei Eigenvektoren ge-
ben. Wir werden diese zwei Eigenvektoren analog aufschreiben wie bei dem oben
analysierten Fall beim Spiegeln an der Winkelhalbierenden.

1. FEigenvektor:
Ein Eigenvektor liegt auf der Spiegelungsgeraden. Ein Vektor der in dieser
Spiegelungsgeraden liegt, wird beim Spiegeln sicherlich nicht veréndert.

L (1
)\1 = 1, V= <m)
2. Eigenvektor:

Der andere Eigenvektor liegt - wie oben - senkrecht zur Geraden und hat
dann den Eigenwert —1.
L [—m
)\2 = —1, Vo = < 1 )

Dieser Vektor ist senkrecht zum Richtungsvektor der Geraden, also (},).
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Aufstellen der Matrix
Gesucht ist die Matrix M.
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7.5 Regeln

1. Wenn ¥ ein Eigenvektor zu dem Eigenwert X ist, dann ist auch k7, k€ R
ein Eigenvektor zu demselben Eigenwert .

Beweis siehe: [1]

2. Die Summe der Diagonalwerte der Matrix A, nennt man Spur der Matrix
A. Die Spur der Matrix A ist gleich der Summe der Eigenwerte.

3. Wenn A eine Dreiecksmatrix ist, dann stehen die Eigenwerte auf der Dia-
gonalen.
Eine obere Dreiecksmatrix hat unterhalb der Diagonalen nur 0 stehen.
Eine untere Dreiecksmatrix hat oberhalb der Diagonalen nur 0 stehen.
4. Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante von A.
5. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.
6. Wenn ein Eigenwert 0 ist, dann gilt:
e det(A) =0.
e Die Matrix A hat einen kleineren Rang als n.
e Die Matrix A hat keine Inverse.
7. Sei T ein Eigenvektor und A der zugehorige Eigenwert der Matrix A. Dann
gilt:

7 ist auch ein Eigenvektor von A~! mit dem zugehorigen Eigenwert: 1/A.
Beweis siehe:

8. A sei eine Matrix. A ein Eigenwert von A und 7 der dazugehorige Eigen-
vektor zur Matrix A. Dann ist ¢ — X ein Eigenwert zu:

A—ckE

und 7/ ein Eigenvektor zur A — cFE.

7.5.1 Beweise zu den Regeln

1. Beweis zu[Il
A ist ein beliebiger Eigenwert und v der dazugehorige Eigenvektor zur
Matrix A. Dann gilt:
AV =\
kEeR
A(kV) = KAV = kXU = \(kV)

Dies ist aber gerade die Bedingung fiir Eigenvektoren, also ist auch kv ein
Eigenvektor.
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2. Beweis zu[7]
A sei eine Matrix. A ein Eigenwert von A und v der dazugehorige Eigen-
vektor. Dann gilt:
AV =\

Multiplizieren Sie von links auf beiden Seiten mit A~!:

AN AT = A\
7= A"\
7= A" 9\
1
7= AT

Das ist aber gerade die Bedingung fiir einen Eigenvektor zur Matrix A~
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7.6 Aufgaben

Aufgabe 7.1
Bestimmen Sie die Figenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.
(Losung siehe Seite [120]).

3 2
=2 %)
Aufgabe 7.2

Bestimmen Sie die FEigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.
(Losung siehe Seite [120]).

1 2
=i %)
Aufgabe 7.3

Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix M.

1 -0,02 —0,46
M=10 054 -0,08
0 0,12 0,26

(Losung siehe Seite [[21]).

Aufgabe 7.4

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.
(Losung siehe Seite [22)).

2 —1
-5 5)
Aufgabe 7.5

Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.

19 24
M= (—12 —15)
(Losung siehe Seite [[23]).

Aufgabe 7.6
Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.

-2 =2 2
M=1-12 -3 6
—-16 —7 10

(Losung siehe Seite [[23]).
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Aufgabe 7.7
Geben Sie eine Matrix an, deren Eigenwerte 1 und 2 sind und deren zugehorige
Eigenvektoren folgende Vektoren sind:
1 2
(3) ()
(Losung siehe Seite [128]).
Aufgabe 7.8

Geben Sie zwei beliebige Matrizen an, deren Eigenwerte 1 und 4 sind.
(Losung siehe Seite [128]).

Aufgabe 7.9

Geben Sie die Matrizen an, deren Eigenwerte 2 und 6 sind und bei denen m; = 3
gilt.

(Losung siehe Seite [124]).

Aufgabe 7.10
Geben Sie eine Matrix an, die Vektoren an der Gerade g spiegelt:
(Losung siehe Seite [127]).

=g . 1
grr=r-{,
Aufgabe 7.11

Zeigen Sie, dass die Matrix M keine Eigenwerte aus den reellen Zahlen hat:
(Losung siehe Seite [127]).

1 -2
=0 7)
Aufgabe 7.12

Untersuchen Sie allgemein eine (2 x 2)-Matrix auf Eigenwerte. Benutzen Sie dabei
die Begriffe Spur und Determinante.
Geben Sie dann eine Matrix an, welche keine reellen Eigenwerte hat.

(Losung siehe Seite [128]).

Aufgabe 7.13

Zeigen Sie allgemein, dass eine (2 x 2)-Drehmatrix nur reelle Eigenwerte und
Eigenvektoren hat, wenn der Drehwinkel 0° oder ein Vielfaches von 180° betragt.
(Losung siehe Seite [128]).

Aufgabe 7.14
Bestimmen Sie einen Eigenvektor zum FEigenwert A = 1 der Matrix M.

0,5 0.2
M= (0,5 0,8)

(Losung siehe Seite [129]).
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Aufgabe 7.15
Bestimmen Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 der Matrix M.

1 2 =2
M=10 0 4
0 -2 6

(Losung siehe Seite [[30).
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7.7 Losungen

Zu Aufgabe: [T.1]
3 2
=33
3—A 2
M_AE_< 2 3—/\)
det(M —AE)=(3—-XN)(3-))—2-2

Es ist also folgende Gleichung zu l6sen:

B-=MNB-A)—-4 = 0
N—-6A+9—4 = 0
M —6A+5 = 0
A=1 oder N=5
1. AM=1
2 2\ _ (0
2 2) "7 \o
L, (1
V= 1
2. XAy =5
-2 2\ _ (1
2 -2 27 \1
L (1
27\
Probe:

Zu Aufgabe:

1-X 2
M_AE:(AL 3—/\)

det(M — \E) = (1—\)(3—\) —2-4

120
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Es ist also folgende Gleichung zu l6sen:

(I1-=XMNB-=-XN)-=8 = 0
AN —4\+3-8 = 0
N—4x-5 = 0
A=—1 oder A=5
1. My =1
2.2\ (0
4 4) "7 \o
L (1
vV = 1
2. )\2:5
-4 2N\ _ (0
2 —2) 27 \o
L (1
27\ 2
Probe:

Spur(M)=4=X N+ X =—-1+5
det(M) :—5:)\1')\2:(—1)'5

1 -0,02 —0,46
M=10 054 -0,08

Zu Aufgabe:

0 0,12 0,26

1—XA —0,02 —0,46
M-XE=| 0 054—X —0,08
0 0,12 0,26 —

det(M — AE) = (1 — A\)(0,54 — A)(0,26 — A)

— (1= A)(—0,08)0,12

Es ist also folgende Gleichung zu l6sen:

(1= A)(0,54 — A)(0,26 — A) — (1 — A)(—0,08)0,12 =0

(1= A)-[(0,54 — A)(0,26 — \) — (—0,08)0,26] = 0

Eine Losung ist A\ = 1

(0,54 — A)(0,26 — A + 0,0208) = 0

121
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A =03 oder M=05
Probe:
Spur(M) = 1,8
=M+ X+ A3
=14+03+05
det(M) = 0,15
— AN A
=1-0,3-0,5

()
M —\E = <2gA 8__1A)
det(M —AE) = (2= A)(8—A) =5+ (-1)

Es ist also folgende Gleichung zu l6sen:

Zu Aufgabe: [T.4]

2=NB=A)+5 0
X100 +164+5 = 0
M —10A+21 = 0
A=3 od. \N=7
1. A\ =3
-1 -1\ _ (0
5 5 =0
L (-1
V= 1
2. X\ =7
-5 -1\ - _ (0
5 1 27 \o
L, (1
27\ =5
Probe:
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Zu Aufgabe:

19 24
M= (—12 —15)

M—)\E:<

Es ist also folgende Gleichung zu 16sen:

1. )\1 = 3
2. )\2 - 1
Probe:

Zu Aufgabe:

19— A 24
—-12  —15—-A

det(M — AE) = (19 — \)((—15) — \) — (~12) - 24

(19 = N)((=15) = A\) +288 = 0
A2 —4N—2854+288 = 0
M —4X+3 = 0
A=1 od. \=3
16 24 _ (0
—12 —18) "7 \o
. (3
=12
18 24 _ (0
—-12 —16) 2 \o
L[4
27\ 3
Spur(M)=4=X+X=1+3
det(M):BZ)\l')\g—l 3
-2 -2 2
M=1|-12 -3 6
~16 —7 10
2\ =2 2
M — \E = ~12 —-3—-)X 6
—16 —7 10—\

123
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det(M — \E) =
(=2 =X)(=3—=X)(10 — \)
+(=2)-6-(—16)
+2-(=12) - (=7)
—2-(=3-=X)-(-16)
—(=2)-(=12) - (10— A)
—(=2=X)-6-(=7)

det(M — \E) =
— A3 507 444X + 60
+ 192
+ 168
— 32\ — 96
+ 24X\ — 240
— 42\ — 84

Es ist also folgende Gleichung zu l6sen:

AN 4+5X2—6A=0
A=A +51—6)=0

AM=0, X=2 A3=3
-2 =2 2
—-12 =3 6 | -th=
—-16 -7 10

Zur Rechnung: Seite BH, Aufgabe

-4 -2 2 0
—12 =5 6] -th=1{0
—-16 -7 8 0

2. >\2:2

124
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3. \3=3

-5 =2 2 0
—12 =6 6| -5=10
-16 -7 7 0

0

3= |1

1

Probe:

Spur(M) =5=XA+ X+ A3=0+2+3
0=X XA3=0-2-3

Zu Aufgabe: [7.7]
Da die Eigenwerte verschieden sind, gilt:

12 10
=) 2=
g L (4 2\_1(-4 2
T2\ \-3 1) 23 -1

M = SDS™!

Zur Losung multiplizieren wir die einzelnen Matrizen.

b2 G 2= %)

Da alle Matrixelemente durch 2 teilbar sind, teilen wir jetzt schon durch 2, um
kleinere Zahlen zu erhalten:

(G 2)=G)
G (7 4= )

- (4 —1
w-sosi— (1 1)

Zu Aufgabe: [7.8
Eine charakteristische Gleichung mit den Lésungen 1 und 4 lautet:

det(M — AE) = \* =5\ +4
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Weil:

1+4=5
1-4=14

Ein Vergleich ergibt:

det(M — \E)
=(a—A)(d—\)—cb
=\ —(a+d)\+ad—cb
= A% — Sp(M)\ + det(M)

Einfache Matrizen, die die Vorgaben erfiillen:
0 —4 1 0
<1 5 ) oder (1 4)
2 1 31
(1 3) oder (1 2)
Zu Aufgabe:

Eine charakteristische Gleichung mit den Lésungen 2 und 6 lautet:
det(M — AE) = X\* — 8\ + 12
Weil:

2+6=28
2-6=12

Ein Vergleich ergibt:

det(M — \E)
=(a—A\)(d—\) —cb
=X —(a+d)X+ad—cb
= A2 — Sp(M)\ + det(M)

(¢ o
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30
¢ b
Die Determinante soll 12 sein:

31 g (33
35 R
Zu Aufgabe: [7.10]

Geben Sie eine Matrix an, die Vektoren an der Gerade g spiegelt:

-_’_ . 1
grr=r-1{,

Die Eigenvektoren bei einer Spiegelung sind: A\; = 1 und \y = —1.

Der 1. Eigenvektor 7, zum Eigenwert A\; = 1 liegt in der Geraden und ist
somit der Richtungsvektor der Geraden.

Der 2. Eigenvektor 7, steht senkrecht auf dem Richtungsvektor der Geraden.

). ()

Da die Spur 8 ergeben soll:

1 -2
=z )
1 0
2= )
a_1/1 2
5 _5<—2 1)

M = SDS™!
(1 =2\ (1 0\1/1 2
~\2 1/)\0 -1)5\-2 1
1/-3 4
M_3<43)

Zu Aufgabe: [T.11]

det(M — \E)
=(1=-XN1-X)—-(-2)-3
=X —2\+1+46
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N —2\+T7=0
N2\ =7
A—=1)=-7+1?
A—1)?= -6

Zu dieser Gleichung gibt es keine reelle Zahl als Losung.
Zu Aufgabe:
a b
v=( )

det(M) = ad — cb
a—XA b
M_AE_< c d—A)

det(M — \E)
=(a=A)(d—=X)—c-b
=M —a\—d\+ad—ch
=\ —(a+d)\+ad—cb
= \? — Spur(M)\ + det(M)

Spur(M) = a +d.

A% — Spur(M)A + det(M) =0

A — Spur(M)\ = — det(M)
2

(A - SPL(M)) = —det(M) + (SPL(]W)

2 2
<>\ B Spur2(M)) — det(M) + Spur4(M)

:

128

Zu dieser Gleichung gibt es nur dann eine Losung, wenn die rechte Seite positiv
ist. Wenn eine Matrix keine Eigenwerte haben soll, dann muss die Determinante

moglichst grofl gewihlt werden und die Spur méglichst klein:

v=(3 )

Die Spur ist null, die Determinante positiv.

Zu Aufgabe:
~ (cos(a) —sin(a)

- (sin<a> cos(a) )
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Aufgrund des Satzes von Pythagoras gilt:

det(M)
os(a) - cos(a) + sin() - sin(a)

c
= cos*(a) + sin’(«)
1

det(M — \E)
= \? — Spur(M)\ + det(M)
=X —2cos(a)X + 1

M —2cos(a)A+1=0
M\ —2cos(a)) = —1
(A —cos())? = —1 + cos?(a)
Zu dieser Gleichung gibt es nur dann eine Loésung, wenn die rechte Seite gleich
null oder positiv ist.
—1 < cos(a) < 1. Wenn cos(«) ungleich 1 oder (-1) ist, dann ist das Quadrat
auch kleiner als 1.

Es gibt nur einen Eigenwert, wenn cos(a) = 1 oder cos(a) = —1 betrigt.
cos(0°) = 1 und cos(180°) = —1. Also gibt es nur bei 0°und 180°einen Eigenwert:

w3 )
=)

Dies entspricht einer Drehung um 0°, bzw. ein Vielfaches von 180°.

Zu Aufgabe: [T.14]
Bestimmen Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 der Matrix M.

0,5 0,2
M= (0,5 0,8)

Zuerst bestimmen wir M — 1 - E und stellen das Gleichungssystem auf:

05 02). (0
05 -02/)" 7" \o

oder



KAPITEL 7. EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN 130

M — FE hat den Rang 1, denn A ist so gewéhlt, dass det(M — E) = 0 ist. Darum
reicht es, die erste Zeile zu untersuchen und v, und v, so zu wéhlen, dass gilt:

—05-v,+02-1v,=0

Eine Moglichkeit ist einfach die Werte zu tauschen:
vi=r 0,2
—\05

Um jetzt einen ganzzahligen Vektor mit moglichst kleinen Zahlen angeben zu
konnen, multiplizieren wir die Werte mit 10:

v=r 2
-~ \b5
Zu Aufgabe: [T.15]
Bestimmen Sie einen Eigenvektor zum Eigenwert A = 1 der Matrix M.

1 2 =2
M=10 0 4
0 -2 6

Zuerst bestimmen wir M — 1 - E und stellen das Gleichungssystem auf:

0 2 =2 0
0 -1 4 |v=10
0 -2 5 0

M — E hat nicht den Rang 3, denn A ist so gewéhlt, dass det(M — E) = 0 ist. Man
kann aber auch nicht aus einer einzigen Zeile die anderen beiden Zeilen erzeugen.
Darum ist der Rang 2 und die Losung des Gleichungssystems erfordert nur einen
Parameter. Es gibt also nur einen Eigenvektor (und seine Vielfache).
Wir beginnen mit der Untersuchung und probieren v,, v, und v, so zu wihlen,
dass gilt:
O-vp,+...=0

Sie kénnen v, beliebig wahlen. v, und v, wéhlen Sie einfach null. Dann sind die
Losungen:



Kapitel 8

Winkel und Vektoren

In diesem Kapitel wird ein kleiner Ausschnitt der Vektorrechnung hinzugenom-
menr: Die Winkelberechnung. Zum einen werden Sie das Skalarprodukt kennen-
lernen mit dem Sie Winkel berechnen konnen als auch den Normalenvektor (ein
auf einer Ebene senkrecht stehender Vektor), mit dem Sie Winkel zwischen einem
beliebigen Vektor und der zu dem Normalenvektor gehérenden Ebene berechnen
konnen. Um Normalenvektoren zu erstellen werden Sie Gleichungssysteme l16sen
miissen oder das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) benutzen. Mit dem Vek-
torprodukt konnen Sie vergleichsweise ,,schnell“ einen Normalenvektor erstellen.

Das Skalarprodukt bietet eine einfache Moglichkeit Winkel zwischen zwei Vek-
toren zu berechnen. Besonders hilfreich ist das Skalarprodukt in der Vektorrech-
nung, wenn Vektoren senkrecht aufeinander stehen. Dann vereinfacht sich die
Formel entscheident. Das Skalarprodukt wird also auch verwendet werden, um
schnell entscheiden zu konnen, ob Vektoren senkrecht aufeinander stehen.

In diesem Kapitel sind auch Beweise fiir das Skalarprodukt enthalten. Diese
sind fiir den Interessierten Leser der Vollstandigkeit halber gedacht. Wichtig sind
die Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren und die Berechnung eines
Normalenvektors. Fiir diesen Kurs miissen Sie also die Anwendung der Formeln
konnen.

In den meisten Biichern wird das Skalarprodukt als Punkt: .- gekennzeichnet.
Fiir einen Lernenden ist gerade am Anfang aber die Unterscheidung zur normalen
Multiplikation schwierig. Da in diesem Skript das Skalarprodukt nicht ausgiebig
behandelt wird, ist das Skalarprodukt durch einen kleinen Stern gekennzeichnet:

«
k.

8.1 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt wird uns dazu dienen, den Winkel zwischen zwei Vektoren zu
berechnen, bzw. leicht festzustellen ob Vektoren senkrecht zu einander sind.

131
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Das Skalarprodukt zweier Vektoren wird folgendermaflen gebildet:

ay by
6*52 a9 * b2 :al-b1+a2-b2+a3~bg
as bs
Bsp:
4 3
3w 2| =4-34+3-(-2)+2-8=12—-6+16=22
2 8

Beachten Sie bitte, dass der Punkt zwischen den Vektoren das Skalarprodukt
symbolisiert, man spricht also von: ,,a@ Punkt b oder ,a skalar multipliziert mit
5“, um den Unterschied zur normalen Multiplikation zweier Zahlen deutlich zu
machen. Anders gesagt: Steht zwischen zwei Vektoren ein Punkt ,,- (oder hier im
Skript ein Stern: ,%“), dann handelt es sich um das Skalarprodukt. Berechnen Sie
das Skalarprodukt zweier Vektoren, so erhalten Sie keinen Vektor sondern eine
Zahl als Ergebnis.

Gleichzeitig gibt es eine Verbindung zwischen dem Skalarprodukt und dem
einschliefenden Winkel der beiden VektorenE'. Dies ist der Cosinus-Satz (,,der
allgemeine Pythagoras-Satz*) hingeschrieben fiir Vektoren:

@xb=|d|- b cos()

Dabei ist |d| der Betrag (anschaulich die Lénge) des Vektors a:
|d| = \/af + a3 + a3
Beispiel 1

Bestimmen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b.

() (3

Links steht das Skalarprodukt, rechts die geometrische Bedeutung. ¢ soll der

!Der Winkel zwischen den Vektoren in Pfeilrichtung.
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Winkel zwischen den beiden Vektoren sein.

—

7+ b=|al - |b| cos(d)

(3) () =13 ()
3:54+4-12=+32+42. /52 + 122 cos(d)

15+ 48 = v/9 + 16 - /25 + 144 cos(9)

63 = /25 - /169 cos(d)
63 =513 cos(9)

cos(0)

63
i cos(d)
0 ~ 14°

Beispiel 2
Zeigen Sie, dass die beiden Vektoren d und b senkrecht aufeinander stehen.

Q) ()

Es ist cos(90°) = 0. Wenn der Winkel 90° sein soll, muss das Skalarprodukt null

ergeben:
I 3 -8
a*b= 1) 6 =3-(—8)+4-6=-24+24=0

Eigentlich sind wir hier schon fertig, denn das Skalarprodukt ist null, dann stehen
die Vektoren senkrecht aufeinander. Das soll Thnen die nachfolgende Rechnung
zeigen.

|a|:'<i)‘ V32442 =19 +16=25=5

|5|:‘(_8)‘:\/( 8)2 + 62 = /64 + 36 = V100 = 10

und somit gilt:

G % b= <i) * <_68) =0=>5-10-cos(d) = |a@| |b] cos(d)

cos(9) =0
0 =90°



KAPITEL 8. WINKEL UND VEKTOREN 134

8.2 Der Normalenvektor

Wenn Sie einen Vektor im zweidimensionalen Raum haben, dann sind alle Vek-
toren, bei denen das Skalarprodukt null wird ganz besondere Vektoren. In der
geometrischen Bedeutung stehen Sie dann senkrecht (im euklidischen Raum, Py-
thagoras, Koordinatenachsen haben 90° Winkel). Diese besonderen Vektoren nen-
nen wir Normalenvektoren. Im zweidimensionalen Raum ist ein Normalenvektor
senkrecht zu einem anderen Vektor, im dreidimensionalen ist ein Normalenvek-
tor senkrecht zu einer Ebene usw. Der Normalenvektor senkrecht zu einer Ebene
findet in der Vektorrechnung vielféltige Bedeutung. In der Vektorrechnung kann
man sogar die Ebene fast nur durch den Normalenvektor bestimmen, weil alle
Richtungsvektoren in der Ebene senkrecht auf dem Normalenvektor stehen. Es
gibt auch andere Moglichkeiten eine Ebene zu beschreiben, aber die Nutzung des
Normalenvektors ist sehr elegant und fithrt zu deutlich einfacheren Rechnungen.
Ebenenbeschreibungen fithren aber in diesem Skript zu weit.

Im folgenden wollen wir uns damit beschéftigen wie man einen Normalen-
vektor bestimmt. Zuerst werden wir einen Normalenvektor im zweidimensionalen
bestimmen. Dann werden wir im dreidimensionalen Raum den Normalenvektor
mit Hilfe eines Gleichungssystems losen. Zuerst bestimmen wir einen Normalen-
vektor, in dem Sie mit dem Skalarprodukt Gleichungen aufstellen und dann alle
Punkte suchen, welche eine Losung sind (geometrisch gesehen eine Gerade). Die-
ser Weg fithrt auch bei hoheren Dimensionen zum Ziel. Im dreidimensionalen
Raum gibt es eine einfache Formel um den Normalenvektor zu einer Ebene zu
finden. Diese Formel nennt man das Kreuzprodukt oder das Vektorprodukt. Sie
werden oftmals dem Vektorprodukt gegeniiber dem Losen des GLeichungssystems
dem Vorzug geben.

8.2.1 Normalenvektor zu einem Vektor

Wenn Sie im zweidimensionalen Raum einen Vektor @ haben, dazu einen Nor-
malenvektor 77 finden wollen, dann muss das Skalarprodukt der beiden Vektoren
null ergeben.

0

* d

31

Beispiel:

ST

Il
VI
= W
~_

Dann vertauschen Sie einfach die beiden Komponenten miteinander und &ndern
bei einer Komponente das Vorzeichen:

= (3)
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Diese beiden Vektoren (@ und 77) stehen senkrecht aufeinander, denn das Skalar-

produkt ist null:
i * il = (i) * (;4> =3-(—4)+4-3=0

Auch alle Vielfache von 7i stehen senkrecht auf @. Z. B.:

(i) *(_68) =3 (-8)+4:-6=-24+24=0

8.2.2 Normalenvektor zu einer Ebene

Eine Ebene ist eindeutig festgelegt durch einen Punkt der Ebene und zwei (li-
near unabhéngige) Vektoren parallel zur Ebene. Diese Vektoren nennt man die
Richtungsvektoren der Ebene.

Beispiel:
1 1 4
E:-2=|1]l4+r|2]+4+s|5], nrnseR
1 3 6

(%) ist der Punkt der Ebene, a = ( é) und b = (%) nennt man die Richtungs-

vektoren der Ebene.

Der Normalenvektor steht senkrecht auf der Ebene. Der Normalenvektor steht
senkrecht auf alle Vektoren, die parallel zur Ebene liegen (,oder in der Ebene
liegen). Somit steht der Normalenvektor senkrecht auf die beiden Richtungsvek-
toren und es gilt fiir den ersten Richtungsvektor:

Tnq 1
nxd=|no | * 2] =n1-14+ny-24+n3-3=0
3 3

und fiir den zweiten Richtungsvektor:
n

nxb=|ng | *
ns

:n14+n25+n36:0

O Ot

Diese zwei Bedingungen muss ein Normalenvektor erfiillen. Wie lang der Nor-
malenvektor ist, dass ist erstmal egal. Auch seine Orientierung ist unerheblich.
Hauptsache: senkrecht.

Wir werden nun im folgenden einmal mit den Bedingungen, also dem Glei-
chungssystem arbeiten und einmal eine Formel angeben und anhand der Bedin-
gungen diese Formel iiberpriifen.



KAPITEL 8. WINKEL UND VEKTOREN 136

Bestimmung mit Hilfe eines Gleichungsystems

In diesem Abschnitt bestimmen wir den Normalenvektor mit Hilfe eines Glei-
chungssystems. Denn das Skalarprodukt des Normalenvektors mit jedem Rich-
tungsvektor ergibt null. Dieses Losungsverfahren ist das allgemeine Losungsver-
fahren. D. h. es funktioniert so auch im eindimensionalen (aber da geht es auch
sehr viel einfacher) und auch im vierdimensionalen (mit drei Richtungsvektoren)
etc.

Beispiel:
1 1 4
E:2=|1]l+r|2]4+s|5], nrnseR
1 3 6

x| 2 :n11+n22+n33:()

*
ot

:n14+n25+n36:0

n11+n22+n33:()
n14+n25+n3620

Dies ist ein unterbestimmtes Gleichungssystem. Sie haben drei Variablen und nur
zwei Gleichungen.

Dieses Gleichungssystem losen wir mit dem Gaufiverfahren. Da der Losungs-
vektor drei Komponenten hat (nq, ny, n3) bendtigen wir noch eine dritte Zeile, die
nur Nullen enthdlt um den GaufBalgorithmus anwenden zu kénnen. (Eine solche
Reihe ist sicherlich ja nicht falsch). Statt 7 suchen wir erstmal alle Normalen-
vektoren und schreiben fiir die allgemeine Losung & und fiir unseren speziellen
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Normalenvektor mit dem wir dann auch weiterrechnen wiirden dann 7i.

12 3 0
45 6|7=10
000 0
II=11—4-1
1 2 3 0
0 -3 —6|z=|0
0 0 0 0
[=3-142-1I
3 0 -3 0
0 -3 —6|z=1{0
0 0 0 0
[=1/3
11 =11/(-3)
10 —1 0
01 2 |z=|0
00 0 0

Nun machen wir noch einmal die Probe. Die ist immer sehr empfehlenswert, da
sich schon mal kleine Rechenfehler einschleichen und Sie so sicher sein koénnen,
dass Thr Ergebnis richtig ist:

1 1
Axd=|-2]%[2]=1-1+(-2)-241-3=1-2+3=0
3

und

=1-4+(=2)-54+1-6=4—10+6=0

St
*
ISI
I
I
N
*
SIS N
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Der Vektor 7 steht also senkrecht auf die Vektoren @ und b.
Zur Erinnerung, alle Vielfachen des Vektors 77 = (—12> wie z. B.: iy = (—24)

oder 715 = <_21> stehen ebenfalls senkrecht auf die Vektoren @ und b.

Bestimmung mit Hilfe des Vektorprodukts

Um zu zwei Vektoren @ und b einen dritten Vektor i anzugeben, der senkrecht auf
a und b steht, gibt es eine Formel: Das Kreuzprodukt oder das Vektorprodukt.

ai by ag - by —az - by
C=adxb= as X b2 = ag'bl—a,l'bg
as bg a1~bg—a2~bl

Der Vektor & steht dann senkrecht auf die Vektoren @ und b. Als Ihren Norma-
lenvektor 77 konnen Sie sich dann ein Vielfaches des Vektors ¢ wéhlen. Sie konnen
den Normalenvektor 77 z. B. so wihlen, dass Sie moglichst kleine ganzzahlige Wer-
te haben (also der Vektor , gekiirzt ist) oder dass die Lénge des Vektors 7 eins
ergibt.

Wie merken Sie sich das Kreuzprodukt? Schreiben Sie einfach beide Vektoren
untereinander nochmal hin und bilden dann , Kreuze®.

Beispiel:

1 /4
i=2|, b=15
3 6

Schreiben Sie nun die beiden Vektoren untereinander:

4

W N = W N =
Sy O = O Ot

Jetzt bilden Sie das Kreuzprodukt in folgender Weise, dass Sie fiir eine Zeile
jeweils die anderen Zeileneintrage miteinander multiplizieren. Die Verbindung
von links oben nach rechts unten zihlt positiv, die Verbindung von links unten
nach rechts oben zéhlt negativ:

1. Fiir die 1. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
2 und Nr. 3).

2. Fiir die 2. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
3 und Nr. 4).
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3. Fiir die 3. Zeile bilden Sie ein Kreuz aus den folgenden beiden Zeilen (Nr.
4 und Nr. 5, bzw. Nr. 1 und Nr. 2).

1. Schritt: Wir berechnen die x-Komponente:

1 1

) - 2.6-3-5
3 6|

1 1|~

2 5

3 6

2. Schritt: Wir berechnen die y-Komponente:

; ;1 2-6—3-5
3 6| 3-4—1-6
1 41
2 5
3 6
3. Schritt: Wir berechnen die z-Komponente:
; ;1 2-6—-3-5
3 6 3-4—1-6
1 il = 1-5—-2-4
2 5
3 6
Also:
. 1 4 2-6—-3-5 -3
c=adxb=[2]x|b]|=1(3-4—-1-6]=1]6
3 6 1-5—-2-4 -3

Wenn 7 senkrecht auf @ und b steht, dann natiirlich auch jedes Vielfache von ¢.
Dann konnen Sie auch ,kiirzen“. Hier empfiehlt sich der gemeinsame Teiler aller
drei Komponenten, die drei. Damit moglichst wenige Zahlen negativ sind, teilen
wir alle Komponenten des Vektors durch (-3) und wéhlen den Vektor als den
Normalenvektor 77 mit dem Sie dann im Normalfall auch weiterrechnen. Also:

1
i=|-2
1
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Bei der Probe untersuchen wir, ob das Skalarprodukt von 7 und a, bzw. 7
und b jeweils gleich null ist:

1 1
axit=|2]*[-2]=1-142-(-2)+3-1=1-4+3=0
3 1
) 4 1
brit=|5]*|-2]=4-145-(-2)+6-1=4-10+6=0
6 1

8.3 Berechnung des Winkels zwischen Gerade
und Ebene

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, wie Sie den Winkel zwi-
schen einer Gerade und einer Ebene, bzw. einem Vektor und einer Ebene bestim-
men. In diesem Skript benotigen wir die Berechnung des Winkels, unter dem z.B.
Lichtstrahlen auf den Boden treffen. Fiir diese Berechnung benotigen wir den
Normalenvektor der Ebene. Den Winkel zwischen zwei Vektoren konnen wir ja
berechnen. Der Normalenvektor steht senkrecht auf der Ebene. Somit ergénzen
sich der Winkel zwischen dem einfallenden Vektor und der Ebene und der Winkel
zwischen dem einfallenden Vektor und dem Normalenvektor zu 90°. In Abb.
ist eine Ebene (die x-y-Ebene) dargestellt und dazu ein Normalenvektor 7 zu der
Ebene. Ein weiterer Vektor @ schneidet die Ebene. Gesucht ist dann der Winkel
zwischen dem Vektor @ und der Ebene.

0 3

n=|{0], a=10

4 7

Dazu berechnen wir zuerst den Winkel zwischen den beiden Vektoren 7 und
a.
0 0
nxd=[0]*x{0] =0-0+0-04-7=28

4 7

= [al [71] cos(d)
= V16 - V9 + 49 cos(0)
= 4-+/58 cos(0)
28 = 4 - /58 cos())
28

4-4/58
0~ 23°

= cos(0)
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S|
o

Abbildung 8.1: Eine Ebene mit dem Normalenvektor 7 senkrecht
zur Ebene und einem anderen Vektor @

Der Winkel zwischen der Ebene und dem Vektor @ ist dann ca. (90° - 23° = 67°).

8.4 Beweis des Skalarproduktes mit dem Cosi-
nussatz

Dies ist der eher ,klassische Beweis“. Dabei benutzen wir den ,verallgemeinerten
Pythagoras®, den Cosinussatz. In jedem Dreieck gilt:

= a®+b* — 2ab cos(y)

Jetzt schreiben wir den Cosinussatz mit Hilfe der Vektorrechnung. Dazu schreiben
wir die Quadrate der Seitenlingen des Dreiecks (a?, b* und ¢?) mit Vektoren (siehe
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auch 864 S.[I49). Bei |a|? ist das Quadrat aussen. Sie quadrieren also die Linge.

> =la?=a-a
V=b>=0b-b
A= =c-¢

Der Cosinussatz kann also in Vektorschreibweise folgendermaflen geschrieben wer-
den:

CxC=da*xd+bxb—2-|al-|b| cos(v)
oder kiirzer (wenn Sie einen Vektoren quadrieren, dann miissen Sie das Skalar-
produkt anwenden):

F=a?+b>—2-1dl-|b cos(v) (8.1)
y
.
4l
3+ ¢
21 a
1+ b
0 } } } } }
0 1 2 3 4 5 X

Abbildung 8.2: Die Vektoren bilden ein Drei-
eck, bzw. eine Schlaufe: @+ ¢ =10

Im néchsten Schritt wollen wir den Cosinussatz, Formel 8. Ilumformen, um den
Zusammenhang zwischen Skalarprodukt zweier Vektoren und dem eingeschlosse-
nen Winkel zu erhalten. Dazu versuchen wir den ¢ durch die beiden anderen
Vektoren @ und b auszudriicken.
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Aus der Vektorrechnung wissen Sie:
i+é—b=0

Diese drei Vektoren bilden eine Schlaufe. Wenn Sie in die Richtung des Vektors a
um seine Linge gehen, dann in die Richtung des Vektors ¢ und dann den Vektor b

zuriickgehen, sind Sie wieder beim Startpunkt, wenn die drei Vektoren ein Dreieck
bilden. Vergleichen Sie auch mit der Abb. B2] S. 142

>
I

a+C—

SO

—a

Nun multiplizieren wir ¢ mit ¢ skalar. Dies entspricht der linken Seite des
Cosinussatzes:

(8.2)
Nun vergleichen wir die Formel R.I] mit der obigen Formel R.2t

2 =a%+b%>—2|d - |blcos(y)E? —G2+b>—2-axb

Die Formeln sind bis auf den letzten Term identisch. Da die rechte Seite gleich
ist, muf} auch der letzte Term jeweils identisch sein: Also gilt:

@xb=|al|b| cos(v)

Dies ist aber gerade der Zusammenhang des Skalarprodukts, welchen wir beweisen
wollten.
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8.5 Beweis des Skalarproduktes mit Abbildun-
gen

Wir werden den Beweis exemplarisch nur fiir zwei Dimensionen durchfiihren. In
diesem Kapitel fithren wir den Beweis durch unter zu Hilfenahme von Drehun-
gen, welche wir mit Drehmatrizen beschreiben. Da die Berechnung des Winkels
zwischen zwei Vektoren, von denen einer auf der x-Achse liegt relativ einfach
ist, werden wir die beiden Vektoren einfach so drehen, dass das Bild einer der
Vektoren nach der Drehung auf der x-Achse liegt.

Zuerst untersuchen wir, wie Sie den Winkel zwischen den Vektoren berechnen,
von denen einer parallel zur x-Achse ist. Vorstellen kénnen Sie sich die Situation,
wenn Sie denken, dass dieser Vektor auf der x-Achse ,liegt®.

8.5.1 Ein Vektor ist parallel zur x-Achse

Bevor wir jetzt wild vor uns hin beweisen schauen wir zuerst, was wir iiberhaupt
beweisen wollen. Die Formel fiir das Skalarprodukt sei hier fiir den zweidimensio-
nalen Fall aufgeschrieben:

a *

b==|al|b| cos(d)
a b
(a;) . (é) _ \Jad+ a3 \JB + B cos()

ap by +as-by = \/a%+a§ \/b%+b§ cos(9)

Naja, und wenn der Vektor a parallel zur x-Achse ist, dann verdndert sich das
Skalarprodukt:

@xb=|al|b| cos(d)

<C(L)1) < (Z;) = /a2 + 02 |b] cos(d)
ai - by 4 0-by = ay |b] cos(d)
a1 - by = a; |b] cos(d)
Nun konnen Sie noch auf beiden Seiten durch a; teilen:
by = |b] cos(d) (8.3)

Die Situation ist in Abb.B.3] S. dargestellt. Sie sehen in der Abbildung, dass
fiir den Vektor b = (2;) gilt:

-

|b] - cos(0) = by

Dies ist aber gerade die Formel fiir das Skalarprodukt.
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2+ ] | 5| sin(3)

| | cos(0)

Abbildung 8.3: Der Vektor 5, der auf den
Punkt B (3|4) zeigt. J ist der durch den Vek-

tor b und der x-Achse eingeschlossene Win-
kel. |b|-cos(d) = 3. Dies entspricht gerade der
x-Komponente des Vektors b.

8.5.2 Kein Vektor ist parallel zur x-Achse

Nun beschéftigen wir uns mit dem allgemeinen zweidimensionalen Fall, dass kei-
ner der Vektoren auf der x-Achse liegt. Zur Erinnerung, auch wenn die Herleitung
der Formel etwas ,,wild“ ist, die Berechnung spéter ist sehr leicht.

Im folgenden rechnen wir links mit einem konkreten Beispiel und rechts all-

gemein.
(3 O ) . (m > (b
=) @) ) -0

Wir werden folgendermafien vorgehen. Wir drehen beide Vektoren so, dass der
Vektor @', welcher das Bild des Vektors @ ist, ,auf der x-Achse liegt“. (Genauer

formuliert, parallel zur x-Achse ist.) Der Winkel zwischen den Vektoren @ und b
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muss nun derselbe sein wie der Winkel zwischen den Vektoren @’ und b'. Dann
bestimmen wir anschliefend den Winkel zwischen b’ (dem gedrehten Vektor b)
und der x-Achse wie oben. Das Drehen bewerkstelligen wir durch die Multipli-
kation mit einer Drehmatrix um den entsprechenden Winkel «.. Die Drehmatrix,
welche um o« mit dem Uhrzeigersinn dreht lautet:

D, = (o) i)

Wir kennen den Winkel a nicht, aber cos(«) ist bekannt. Denn « ist der Winkel
zwischen @ und der x-Achse:

3 aq
cosQ = ——— cosQ = ————
V32 442 Vai+ a3
a1
cosq = — cosa = —
5 ||

sin(a) wird in der Drehmatrix auch bendtigt. Das konnen wir uns genauso be-
schaffen:

. 4 . a9
SIN & = —F——— SIN o = ———————
V32 + 42 Vai + a’
. 4 . a9
SIn o = — SIN X = —7
5 ||

Nun konnen wir die Drehmatrix konkret aufstellen:

1 3 4 1 ay ag
_Da = = Da =15
5 <—4 3) lal <—a2 al)

Diese Drehmatrix drght den Vektor @ auf die x-Achse. Im néachsten Schritt wer-
den wir den Vektor b ebenfalls mit dieser Matrix drehen und dann den Winkel
zur x-Achse berechnen, bzw. damit dann schon den Zusammenhang zwischen
Skalarprodukt und Winkel zeigen.

b' =D, b b'=D,-b

o L(3 4. (P RN AN
5\—4 3 12 |d] \—az a ba

l_)’/zl 35+412 g,:i al'bl+&2'bg
5\—4-5+3-12 |d] \—az2 b1+ a1 by

g,_l 15 +48

5\ —20+36

- 1/63

/—_

b_5<16)

=, (126

"= (52)
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Wenn wir nun den Winkel berechnen wollen miissen wir den Kosinus und die
x-Komponente betrachten.

12,6 (@) r(ar by +az - by)
= — COS(v) = =
52 4 122 10|

cos(a)

- 1
|b] cos(a) = m(al b1+ ag - by)
@ [b] cos(a) = ar - by + as - by
N ! by
|d| |b| cos(a) = (@) * <b2)
|| |b] cos(a) =T b

Die Ubertragung des Beweises auf mehr Dimensionen werden wir nicht durchfiih-
ren.
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8.6 Rechenregeln

In diesem Abschnitt werden einige Regeln untersucht.

8.6.1 Vertauschbarkeit — Kommutativgesetz
Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren gilt:

axb=>bxda

Das lasst sich leicht einsehen an zwei drei-dimensionalen Vektoren:

ai b
a= as | , g: bg s
as bs
ai b1 by ai
a*g: Qo | * bg = a1~bl—|—a2-b2+a3~bg = bl-a1+b2~a2—|—bg-a3 = b2 x| A2 = 5*6
as bg bg as

8.6.2 Klammern — Distributivgesetz
Gx(b+0)=axb+axc

Den Beweis erarbeiten wir uns nur fiir dreidimensionale Vektoren:

ay by 1 ay by + 1
a9 x bg + | & = a9 * bg + Co
as b3 C3 as b3 + C3

= a1(by + c1) + az(by + c2) + as(bs + c3)

= a1b1 +aicp + a2b2 + ascy + agbg + ascs

a1 by ay &1
=lla ]| *x|b]| +a] *|c
as b3 a3 C3

8.6.3 Multiplikation mit einer Zahl

A aq b1 ay bl
A [¢5) * bg =\ [¢5) * bg AeR
Aas b3 a3 bs
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Dies erfordert wiederum nur eine kurze Umformung;:

A aq bl
A a9 * b2 = )\albl + )\a2b2 + )\agbg
A as bg
= )\(albl + a262 + &363)
aq bl
=\ (05} *x bg
as bs

8.6.4 Besonderheiten — Unerwartetes
Verwechslung von Skalarprodukt und Multiplikation

In diesem Abschnitt kennzeichnen wir nicht das Skalarprodukt mit einem Stern,
sondern wie die normale Multiplikation mit einem Punkt.

@ (b0

Dieses Produkt ist moglicherweise fiir Sie unerwartet. b- ist ein Skalarprodukt
und damit ist dieser Ausdruck eine Zahl. Mit dieser Zahl multiplizieren Sie dann
den d. Keinesfalls bedeuten alle diese drei Punkte das Skalarprodukt.

In unserer Stern-Notation miissten wir also schreiben:

@ (bxa)
Skalarprodukt mit sich selbst

a-a>0

Denn es gilt z. B. fiir drei-dimensionale Matrizen:

ay ay
oo _ 2 .2 2
axa= [ay | *|ay| =a]+a5+a5>0
as as

Jeder Summand ist ein Quadrat und kein Summand kann somit negativ werden.
Jeder einzelne Summand ist entweder null oder grofler als null. Damit ist dann
auch die Summe grofler null oder null.

Beachten Sie, dass dieses Produkt gerade das Quadrat des Betrages des Vek-
tors ist (also das Quadrat der Lange des Vektors):

2
R B S / p
a*a:a1+a2+a3:( a%+a§+a§) = |d|
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8.7 Aufgaben

Aufgabe 8.1
Benennen Sie einen senkrechten Vektor zu @ mit moglichst kleinen ganzzahligen
Betriagen (und moglichst wenigen negativen Zahlen) und einen weiteren mit der

Lénge 1.
q_ —4
U5

(Losung siehe Seite [I51]).

Aufgabe 8.2
Bestimmen Sie einen Normalenvektor zur Ebene E:
1 3 2
E:7=12]+r|1]+s|3], nrseR
3 0 4

(Losung siehe Seite [I5T]).

Aufgabe 8.3
Berechnen Sie das Skalarprodukt:

(Losung siehe Seite [153]).

Aufgabe 8.4 B
Berechnen Sie den Winkel zwischen den beiden Vektoren @ und b:
(Losung siehe Seite [[53]).

L (4 -~ (9
~(z) - 0)
Aufgabe 8.5

Finden Sie zwei verschiedene Vektoren, die mit (3*) einen rechten Winkel ein-
schlieflen.

(Losung siehe Seite [[53)).

Aufgabe 8.6

Ein Lichtstrahl fillt entlang des Vektors v auf den Boden. Berechnen Sie den
Einfallswinkel (also den Winkel, den der Lichtstrahl und der Boden einschliefen).

(Losung siehe Seite [154]).
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8.8 Losungen

Zu Aufgabe: B

Ein Normalenvektor ist:

()

Dazu vertauschen Sie die beiden Komponenten und multiplizieren eine Kompo-
nente mit (-1).
Die Lange von 177 ist:

7] = V52 + 42 = 25+ 16 = V41

Jedes Vielfache von 7y steht auch senkrecht auf a:

. L 1 /5
Mo = ny =
V2 TR <4)
ng hat gerade die Léange 1.

Zu Aufgabe:
Bestimmen Sie einen Normalenvektor zur Ebene E:

1 3 2
E:x=(2|+r[1]|+s]|3
3 0 4

Die Richtungsvektoren der Ebene sind:

3 2
a= 11|, und b=1{3
0 4

1. Losungsweg mit einem Gleichungssystem.
7 sind alle Punkte auf der senkrechten Geraden:

3
axr=\1]*xZ2=0
0
und
2
bxZ= (3] x2=0

S
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310
2 3 4)12=0
0 00
I1=3-11—-2-1
31 0
07 12|2=0
00 O
I=7-1—-1I
21 0 —12
0 7 12 | =0
0 0 0
I=1/21
I1=1I/7
10 -2
01 2 |7=0
00 0
10 —3
01 2|7=0
00 0
Die Losung fiir -
4
7
r=r _712 , relR
1

Ein geschicktes 7 kann mit r = 7 gewé#hlt werden, weil Sie dann keinen

Bruch mehr haben.
4

ﬁl = —12
7
Die Komponenten von 7; haben keinen gemeinsamen Teiler mehr. Darum
sind die Betrdge der Komponenten minimal.

2. Losungsweg mit dem Vektorprodukt.

3 2 1-4—-0-3 4
11 x(3]=10-2-3-4]=1-12
0 4 3-3—-1-2 7
4
n=|—12

~J
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Die Komponenten von 7; haben keinen gemeinsamen Teiler mehr. Darum
sind die Betrdge der Komponenten minimal.

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe: 8.4

cosle) = VLTV 412
cos(av) 1 9+7 1
o) =
V16 +49+4/81 + 1
43
cos(ar) = NN
43
cos(a) = TE
43
cos(a) =

V65 - 82
cos(a) =~ 0,589
o~ H4°
Zu Aufgabe:

Finden Sie zwei verschiedene Vektoren, die mit (3*) einen rechten Winkel ein-
schlielen. D. h., dass das Skalarprodukt null ergeben muss:

Es gibt unendlich viele Losungen:

fzr(i), reR
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Nachfolgend sind einige Bespiele von senkrechten Vektoren bei der unterschiedli-
chen Wahl von r aufgefiihrt:

Zu Aufgabe:
Ein Lichtstrahl fillt entlang des Vektors v auf den Boden. Berechnen Sie den
Einfallswinkel (also den Winkel, den der Lichtstrahl und der Boden einschliefen).

2
v=1| 6
-3

Wir benétigen einen Normalenvektor auf die Ebene. Da es sich um die x-y-Ebene
handelt und die z-Achse senkrecht auf diese Ebene steht, nehmen wir als Norma-
lenvektor €3, also den Einheitsvektor in z-Richtung.

EXT]
o) =
2 0
6 | +x(0
(@) -3 1
cos(a) =
V22 + 62+ (=32 V02 + 02 + 12
cos(a) = 2-046-0+(—3)-1
VI+36+9V1
-3
cos(ar) = T
-3
cos(a) = —
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Der Winkel zwischen dem Normalenvektor und dem Vektor ¢ ist grofler als 90°.
Wir geben aber immer den kleineren Winkel an. Der Winkel, den der Lichtstrahl
mit dem Normalenvektor einschlieit, betrdgt dann:

180° — 115° = 65°
Der Winkel, den der Lichtstrahl mit dem Boden einschlieit betrigt:

90° — 65° = 35°




Kapitel 9

Projektion

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, wie Schattenbilder
im dreidimensionalen Raum berechnet werden konnen. Die Lichtstrahlen fallen
parallel ein, so spricht man von einer Parallelprojektion (bzw. einer axonome-
trischen Darstellung). Eine Projektion in diesem Skript ist eine Abbildung eines
Objektes in eine Ebene. Diese Ebene wird Projektionsebene genannt. Allgemeiner
kann man auch auf eine Gerade oder einen Punkt oder einen vierdimensionalen
Raum auf einen dreidimensionalen Raum projezieren.
Beispiele fiir Projektionen:

e Der Schattenwurf ist eine Parallelprojektion. Die Lichtstrahlen fallen von
der Sonne annéhernd parallel ein und erzeugen einen Schatten in einer Ebe-
ne.

e Das zweidimensionale Abbild eines dreidimensionalen Raumes bei einer
Lochkamera ist eine Projektion (aber keine Parallelprojektion).

e Bei der Erstellung von Karten muss die dreidimensionale Welt in ein zweidi-
mensionales Bild tiberfithrt werden. Auch hier spricht man von Projektion.
In der Regel sind diese Abbildungen keine Parallelprojektionen.

Wir betrachten vier Aufgabentypen. Bei allen Aufgabentypen soll der Ursprung
ein Punkt der Projektionsebene sein.

1. Die Abbildung wird beschrieben (z.B. Projektion auf die x-y-Ebene entlang
einer Richtung). Dabei ist die Projektionsebene und die Projektionsrichtung
bekannt. (siehe Kap. @11 S. I57))

2. Die Projektionsmatrix und die Richtung, Lichtquelle ist bekannt und die
Projektionsebene und der Projektionsvektor ist gesucht. (siehe Kap. 0.4 S.

161 und Kap. [@.4] S. [I67)

3. Die Projektionsmatrix und die Projektionsebene sind bekannt, und nun
wird der Projektionsvektor gesucht. (sieche Kap. 0.4 S. [I61])

156
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4. Eine allgemeine Projektionsebene, welche den Ursprung beinhaltet und der
Projektionsvektor sind gegeben und die Projektionmatrix ist gesucht. (siehe

Kap. 0.3 S.[I62)

9.1 Projektion entlang eines Vektors auf eine
Ebene

In diesem einfithrenden Beispiel ist die x-y-Ebene die Projektionsebene. Ein Vek-
tor ist gegeben, der die Projektionsrichtung bestimmt.
Wenn die Ebene durch den Ursprung verlauft, dann reicht es nur die Bilder
der drei Einheitsvektoren €} = (é), €y = <((1i> und €3 = (%) zu betrachten.
Aufgabe: Gesucht ist die Matrix, die entlang des Vektors ¢ ein Bild in die
x-y-Ebene projeziert:

Wir gehen Schrittweise vor:

. 1
1.€:<0
1 0

Der durch €] beschriebene Punkt liegt schon in der x-y-Ebene, er wird also
nicht veréndert:

1 1
51: 0 —)51,: 0
0 0

- 0
2. 65 = (é
Der durch é5 beschriebene Punkt liegt auch schon in der x-y-Ebene, er wird

also nicht verandert:

0 0
52: 1 —)52/: 1
0 0

- 0
3. €3 = ((1)
Das Bild des durch é3 beschriebenen Punktes soll entlang des Vektors o
,2wandern®, bzw. verschoben werden, bis es in der x-y-Ebene liegt, seine

z-Koordinate also null wird:
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(z|y|0) ist dann der gesuchte Bildpunkt in der x-y-Ebene, denn die z-
Koordinate ist null. Ein direkter Vergleich der z-Koordinaten ergibt, dass
t = 1 sein muss. Dann gilt:

0 1
53 =|0] — 63, =1
1 0
Die Matrix lautet also:
1 01
P=10 11
0 00

Nun kénnen wir angeben, wohin der in der x-y-Ebene liegende Punkte A(5/—3|0)
und der auflerhalb der x-y-Ebene liegende Punkt B(2|9|—4) projeziert werden:

101 5 5
i@=pPi=[011|[-3]=]-3
00 0 0 0
101 2 )
V=Pb=1{0 11 9 =15
000/ \—4 0

9.2 Die Projektionsmatrix

In diesem Abschnitt sollen wesentliche Zusammenhéinge zwischen der Projekti-
onsmatrix, der Projektionsebene und dem Projektionsvektor aufgezeigt werden.

9.2.1 Ebene - Matrix

Die Ebene kann beschrieben werden durch zwei Vektoren, die eine Richtung auf-
spannen und einem Punkt. Der Punkt ist bei den Ebenen, die wir betrachten der
Ursprung, also 0: -

E.2=0+ra+sb, r,selR
0 kann natiirlich auch weggelassen werden:

E:fzrc?%—sl;, r,s € R

Die Vektoren @ und l;liegen in der Ebene und man nennt sie die Richtungsvektoren
der Ebene. Sie miissen, damit auch wirklich eine Ebene aufgespannt wird, linear
unabhéngig sein (also in verschiedene Richtungen zeigen). Denn sonst wire unsere
Ebenengleichung ja nur eine Geradengleichung.
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Diese Richtungsvektoren représentieren aber auch Punkte der Ebene, da ja
die Ebene durch den Urpsrung geht. Nun gilt aber fiir jeden Punkt, der in der
Projektionsebene liegt, dass er bei der Projektion unverédndert bleibt:

S Q)
Il
Sy

P-
P
Die Richtungsvektoren der Ebene sind also gleichzeitig die Eigenvektoren der
Projektionsmatrix jeweils mit dem Eigenwert 1.

9.2.2 Matrix - Projektionsvektor

Um den Zusammenhang besser zu verstehen untersuchen wir zuerst ein Beispiel.
Stellen Sie sich einen Schattenwurf durch die Sonne auf eine Projektionsebene
vor. Nehmen Sie als Projektionsebene ruhig den Boden. Der Boden soll auch
noch ein Koordinatensystem haben. Denken Sie sich jetzt noch eine Turmspitze.
Der Schatten dieser Spitze fillt entlang des Projektionsvektors auf den Boden.
Wenn der Turm sehr hoch ist, dann miissen Sie den Projektionsvektor vielleicht
zweimal oder dreimal an die Turmspitze anlegen, bis Sie den Boden und damit
den Schatten, also den Bildpunkt, erreichen. Wenn Sie keinen Turm nehmen,
sondern eine kleine Maus, dann miissen Sie den Projektionsvektor vielleicht nur
ein halbes mal entlang gehen, bis Sie auf den Boden ankommen, zum Schatten
des Kopfes auf dem Boden.

Nun wollen wir zwei besondere Punkte betrachten. Namlich den Ursprung des
Koordinatensystems auf dem Boden und den dazugehorigen Schatten werfenden
Gegenstandspunkt. Von welchem Punkt im Raum brauchen Sie den Projekti-
onsvektor nur einmal entlang zu gehen, um auf den Ursprung zu treffen? Die
Antwort ist einfach. Der besondere Punkt ist durch den Vektor —u représentiert.
Denn wenn Sie nun ¢ auf diesen Punkt aufaddieren (und genau das macht die
Projektion), kommen Sie zum Nullpunkt. Also gilt:

P-(—#)=0

9.2.3 Die Projektionsmatrix
Fiir die Projektionsmatrix gelten nun drei Gleichungen:
P-i=a P-b=b P-(-0)=0

Sie kénnen nun eine neue Matrix bilden, deren Spalten @, b und (—%) sind. Das
Produkt mit P muss dann eine neue Matrix geben mit den Spalten @, b und 0,
denn die Multiplikation erfolgt ja gerade Spaltenweise:

P (56(—5)) - (@56)
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Die Eigenvektoren @ und b sind linear unabhéngig. Der Projektionsvektor o zeigt
auf dieﬁEbene, ist somit kein Teil der Ebene und kann nicht durch Vielfache von
d und b erhalten werden. (D.h. es gibt keine Zahlen fiir r, s und ¢, so dass gilt:

rd + sb+t(—7) =0
Damit ist diese Matrix invertierbar.
o . —1
})::(Jbo)-<ab(—iﬁ> 9.1)

Wenn Sie nun also die Ebene und den Projektionsvektor kennen, kénnen Sie nun
P mit Hilfe der Gleichung [0.1] bestimmen.

9.3 Bestimmung des Projektionsvektors

Wenn Sie die Projektionsmatrix P gegeben haben, dann lédsst sich die Projek-
tionsrichtung, also ein Projektionsvektor leicht bestimmen. Sie benotigen dazu
folgende Gleichung;:

P-(=0)=0

Beispiel: Gegeben ist die Projektionsmatrix:

pP—=

o O =
O = O
O = =

Dann bestimmen wir nun folgendes Gleichungssystem:

P-7=0
1 0 1
01 1]|-2=0
0 0 0
Eine Losung lasst sich schnell ablesen!:
1
r=1 1
-1

Nun ist es leider so, dass Sie die Richtung des Projektionsvektors bestimmt haben,
aber Sie seine Orientierung nicht kennen. Also haben Sie den Vektor bis auf sein

! Wenn Sie nicht sofort eine Losung fiir den Vektor & sehen, dann miissen Sie das Glei-
chungssystem nach Gaufl auflosen:

“1
r=r (—11 ), r € R. Wenn Sie nun r = —1 wéihlen, erhalten Sie die Losung von oben.
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Vorzeichen bestimmt. Das Vorzeichen hédngt davon ab, von welcher Seite Sie auf
die Ebene projezieren wollen. (Im Schattenbeispiel hiefle das, dass Sie wissen
miissen, ob die Sonne vom Himmel den Schatten wirft, oder der Bergmann mit

seiner Lampe von unten den Schatten auf dem Boden erzeugt.) Mathematisch
-1
sehen Sie den Sachverhalt daran, dass © = ( i) und —7 = -1 Losungen der

Gleichung sind. Sie miissen aus der Aufgabenstellung heraus entscheiden, welche
Richtung Sie benotigen.
9.4 Projektionsmatrix gegeben

In diesem Abschnitt werden wir an einem Beispiel untersuchen, wie die Projek-
tionsebene und anschlieend der Projektionsvektor bestimmt wird, wenn nur die
Matrix gegeben ist.

P =

o O =
O = O
O = =

Die Projektion soll vom Himmel erfolgen.

9.4.1 Bestimmung der Ebene

Die Richtungsvektoren der Ebene sind die Eigenvektoren von P zum Eigenwert
1. Wir miissen also folgende Gleichung l6sen:

P—-1-E=0
1-1 0 1
0 1-1 1 =0
0 0 0-1

0 01

00 1])=0

001

Der Rang dieser Matrix ist erwartungsgeméaf3 eins, also gibt es zwei Losungen
(und deren Vielfache):

Die Ebene lautet also:
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9.4.2 Bestimmung des Projektionsvektors

Pz =0
1 01
01 1]-Z=0
000
Eind? Losung dieser Gleichung ist:
1
r=11
-1

Aus der Aufgabe wissen wir, dass es sich um einen Schattenwurf handelt und die
Lichtquelle, die Sonne, sich am Himmel befindet. D.h. ihre z-Werte sind grofler als
null. Dann muss der Projektionsvektor nach unten zeigen. Dies erfiillt der Vektor
%, da die z-Komponente (—1) ist. Also ist # der Projektionsvektor.

9.5 Bestimmung der Projektionsmatrix

In diesem Abschnitt bestimmen wir an einem Beispiel, wie die Projektionsmatrix
bei einer Projektion auf einer allgemeinen Ebene bestimmt wird. In Kap. 0.1, S.
[[57 war die Ebene ausgezeichnet. Dort handelte es sich um die x-y-Ebene. Dann
ist der Fall aber wesentlich einfacher. Dieses Kapitel bringt ein Beispiel, wie Sie
vorgehen miissen, wenn die Ebene ,irgendwie im Raum sich befindet. Die einzige
Vorgabe soll wieder sein, dass die Ebene durch den Ursprung geht.

Die Projektionsebene (E) und der Projektionsvektor (v/):

1 1 1
E:2=r|10]+s|1], nrseR, ov=1[1
1 0 —1

Damit ergibt sich folgende Gleichung, siehe Kap.[Q.2] S.

-1

11 1
01 1
11 —-1

|

—_
— O = = O
= b
o O O o O O

2Alle Vielfache dieses Vektors sind ebenfalls Losungen. Das ist nicht weiter schlimm, denn
die Richtung ist eindeutig bestimmt. Nur die Orientierung nicht. Evtl. miissen Sie somit noch
mit (-1) multiplizieren.
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Wir miissen also zuerst die Inverse der rechten Matrix bilden.

11 1
01 1
11 -1
ITT =111 —
11 1
01 1
00 -2
IT=2-11+
22 0
02 0
00 -2
I=1-11I
20 0
02 0
0 0 -2

[=1/2,11=11)2,

10

o O
O =

0

100
010
001
I

—1

~N o NN

1 -1

9.6 Eigenschaften von Projektionsmatrizen

9.6.1 Potenzen

Zuerst eine Beobachtung: Was passiert, wenn wir das Projektionsbild noch einmal
projezieren? Da das Projektionsbild bereits in der Projektionsebene liegt und
jeder Punkt dieser Ebene durch die Projektion ja nun auf sich selbst abgebildet

wird, muss P? = P gelten.

9.6.2 Determinante

P*=P

det(P) - det(P) = det(P)
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Diese Gleichung kann nur gelten, wenn die Determinante null oder eins ist.

Wir werden nun zeigen, dass P die Einheitsmatrix ist, wenn die Determinante
1 ist. Dazu vergegenwiértigen wir uns, dass gilt: Wenn die Determinante ungleich
null ist, dann gibt es eine Inverse zu P.

P:=rpP |- P~! die Inverse existiert
P.-P.-P'=p.p1!
P-E=F
P=F

Die Einheitsmatrix aber ist keine Projektionsmatrix! Daher gilt nun umgekehrt,
dass die Determinante einer Projektionsmatrix null ist.

9.6.3 Eigenwerte

Wenn P eine Projektionsmatrix ist, dann gilt fiir die Eigenwerte A und Eigen-
vektoren v:
P-v=\v

1. Wenn ein Vektor in der Projektionsebene liegt, dann veréndert er sich nicht.
Somit ist jeder Vektor der Projektionsebene ein Eigenvektor mit dem zuge-
horigen Eigenwert 1.

2. Wenn die Projektion in eine Ebene projeziert, gibt es zwei linear unabhén-
gige Kigenvektoren mit dem Eigenwert 1.

3. Wenn ein Vektor nicht in der Projektionsebene liegt, dann ist die Gleichung
nur dann erfiillbar, wenn \ = 0.

Der dritte Eigenwert muss dann null sein.

4. Wenn die Projektion auf eine Gerade projeziert, gibt es nur einen Eigen-
vektor, welcher dann den zugehorigen Eigenwert 1 hat.

Aus den Uberlegungen folgt, dass eine Projektionsmatrix nur die Eigenwerte 0
und 1 haben kann.

9.6.4 Spur

Wenn eine Projektionsmatrix in eine Ebene projeziert, dann hat sie genau zwei
Eigenwerte, welche 1 sind, also Ay = 1 und Ay = 1. Alle anderen Eigenwerte sind
null.

Die Spur einer Matrix ist die Summe der Eigenwerte. Also ist die Spur einer
Matrix, die auf eine Ebene projeziert, 2: Spur(P) = 2

Die Spur einer Matrix, die auf eine Gerade projeziert, ist 1.
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9.6.5 Inverse

Projektionsmatrizen sind nicht invertierbar. Dafiir kénnen wir diese Griinde an-
fithren:

1. Bei einer Projektion konnen mehrere Punkte des Raumes auf denselben
Punkt in der Projektionsebene abgebildet werden. Z.B., wenn zwei Punkte
auf der Geraden (Lichtstrahl) liegen, mit der auf die Ebene projeziert wird.
Wenn man also einen Punkt in der Projektionsebene hat, kann man nicht
eindeutig sagen, wo der urspriingliche Punkt im Raum ist. Also kann man
keine inverse Matrix bilden, denn dann wiére es ja moglich, genau diesen
Punkt anzugeben.

2. Es gilt wie oben gezeigt: det(P) # 0.

3. Es gibt keine Inverse, weil der Rang von P nicht gleich n ist. (Fiir unsere
Beschreibungen der dreidimensionalen Welt heifit das, dass der Rang von
P nicht 3 ist.)
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9.7 Aufgaben

Aufgabe 9.1
Die Lichtstrahlen der Sonne treffen mit derselben Richtung wie der Vektor ¢ auf
die Erde.

Bestimmen Sie:
1. Den Einfallswinkel der Sonnenstrahlen.
2. Bestimmen Sie die Projektionsmatrix P.

3. Bestimmen Sie die Eckpunkte des Schattenwurf eines quaderférmigen Hau-
ses, welches 10 m lang, 3m breit und 5m hoch ist. Das Haus steht mit der
unteren linken Ecke im Koordinatenursprung und steht mit der vorderen
Langskante auf der x-Achse.

(Losung siehe Seite [167]).

Aufgabe 9.2

Welche Matrix beschreibt die Projektion der Punkte des dreidimensionalen Raum-
es (R?) oberhalb der x-y-Ebene (also positivem z-Wert) senkrecht auf die x-y-
Ebene.

(Losung siehe Seite [1GJ)).

Aufgabe 9.3

Untersuchen Sie, ob M eine Projektionsmatrix ist:

1
M=10
0

[enll T
— DN

(Losung siehe Seite [I70]).

Aufgabe 9.4

Bestimmen Sie die Projektionsebene auf welcher die Projektionsmatrix P abbil-
det. Geben Sie dariiberhinaus noch den Projektionsvektor (bis auf seine Orien-
tierung an).

0o 2 1
P=1-1 3 1
2 -4 -1

(Losung siehe Seite [I7T]).
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9.8 Losungen

Zu Aufgabe:
Die Lichtstrahlen der Sonne treffen mit derselben Richtung wie der Vektor ¢ auf
die Erde.

Bestimmen Sie:

1. Den Einfallswinkel der Sonnenstrahlen.

1. Moglichkeit

Der Winkel zum Boden kann berechnet werden bei einem rechtwinkligen
Dreieck bei dem die Hypotenuse @ ist. Die Hohe des Dreiecks ist dann 2
(die z-Komponente) und die Liange der Seite in der x-y Ebene ist dann:

b= V42 + 42 = /32 = 4/2

tan(a) = —

V32

o~ 19°

2. Moglichkeit

Wir benutzen das Skalarprodukt. Wir berechnen den Winkel zum Norma-
lenvektor der Ebene. Der Normalenvektor der Ebene steht senkrecht auf die
Ebene und lautet in unserem Fall:

0
n=10
1

« ist der Winkel zwischen dem Normalenvektor und .

4 0 4 0
4 1«0 =]|| 4 0 || cos(a)
-2 1 -2 1

—2=1/36-1-cos(a)
—2=6-1"cos(a)

3 = cos(a)

a=109°

Nun miissen Sie noch 90° abziehen. So ist der Winkel zwischen dem Boden
und dem Vektor ¥ ca. 19°.
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2. Bestimmen Sie die Projektionsmatrix P.
€1 und €, liegen in der Projektionsebene also der x-y Ebene. Die beiden
Vektoren bleiben unverdndert, d.h. fiir e gilt:

0 4 T
e' =10+t 4 | =1vy]. teR
1 -2 0

Aus der letzten Zeile bestimmt sich das t zu t = 0,5. Damit erhélt man:

2
53/: O —|—05 - 2
0
1 0 2
P=101 2
000

3. Bestimmen Sie die Eckpunkte des Schattenwurf eines quaderférmigen Hau-
ses, welches 10 m lang, 3m breit und 5m hoch ist. Das Haus steht mit der
unteren linken Ecke im Koordinatenursprung und steht mit der vorderen
Langskante auf der x-Achse.

Die Eckpunkte des Hauses am Boden sind: E1 = (0/0/0), E2 = (10/0/0),
E3 = (10,3,0) und E4 = (0, 3, 0). Diese Eckpunkte veréndern sich nicht, da
sie ja schon in der Projektionsebene liegen.

Die Eckpunkte am Dach sind: E5 = (0/0|5), E6 = (10]0]5), E7 = (10|3|5) und
E8 = 0|3|5). Deren Bildpunkte werden nun mit Hilfe der Projektionsmatrix
bestimmt:

O O =
O = O

D.h:

oo~
o~ o
= RN
oo o
I

O O =
O = O
O N DN
I
—_
o
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D.h.:
1 0 2 10 20
01 2 0]=110
0 0O 5 0
10
3
5
1 0 2 20
01 2 = 13
0 0 O 0
D.h.:
1 0 2 10 20
01 2 31 =113
0 0 O 5 0
0
3
5
1 0 2 10
01 2 = 13
0 0 O 0
1 0 2 0 10
01 2 31 =113
0 0 O 5 0

Zu Aufgabe:
Der Projektionsvektor ist senkrecht nach unten gerichtet:

Es gibt zwei Losungswege, da die Ebene durch zwei Koordinatenachsen (x-Achse
und y-Achse) aufgespannt wird.

1. Moglichkeit Bei dieser Moglichkeit benutzen Sie, dass Sie die Bilder der
Einheitsvektoren €; und €5 kennen.

1 1
51: 0 —)51,: 0 52: 1 —)52,: 1
0 0
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Jetzt stellt sich nur noch die Frage, was wird aus €37 Nun, der Punkt wird senk-
recht nach unten projeziert, also ist der Ursprung der Bildpunkt:

0 0

_)3: 0 —)53,: 0

1 0
100
P=1010
000

2. Moglichkeit Bei dieser Moglichkeit rechnen Sie mit den Richtungsvektoren
der Ebene und dem Projektionsvektor die Projektionsmatrix aus. Die Eigenvek-
toren der Projektionsmatrix P sind Richtungsvektoren der Ebene, bzw. da die
Ebene den Ursprung enthélt Ortsvektoren der Ebene:

1 0
171 = 0 _»2 - 1
0 0
100 100
P-10 1 0]=10120
00 1 000
100\ /10 0\
P=10 10 010
000 0 01
1 00 1 00
P=10 10 010
000 0 01
1 00
P=10 10
000
Probe:
4 1 00 4 4
P-13]1=10120|-13]=1{3
2 000 2 0
Der Bildpunkt liegt in der x-y-Ebene und ist senkrecht nach unten projeziert.

Zu Aufgabe:
Untersuchen Sie, ob M eine Projektionsmatrix ist:

1
M=10
0

O = N
—_ N
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Hier werden drei verschiedene Losungswege vorgestellt. Schauen Sie sich doch
einfach alle drei Wege an. Jeder Weg benutzt eine andere Eigenschaft der Pro-
jektionsmatrizen.

1. Da es sich um eine obere Dreiecksmatrix handelt, ergibt sich die Determi-
nante als Produkt der Diagonalelemente.

det(A) =3#0
Die Determinante einer Projektionsmatrix ist aber null.

2. Die Spur der Matrix ist 3.
Spur(A):1+1—|—1:3:)\1+)\2+)\3

M ist eine Projektionsmatrix in eine Ebene, wenn der Eigenwert 1 genau
zweimal auftritt und der dritte Eigenwert 0 ist. Wenn M eine Projektions-
matrix wéare, ware die Spur null.

3. Sie bestimmen die Eigenwerte. Dabei beriicksichtigen Sie, dass es sich um
eine Dreiecksmatrix handelt. Dann ist die Determinante das Produkt der
Diagonalelemente.

det(A—AE) =01 —=A)(1—=X)(1=X) =0
Also sind alle Eigenwerte A\ 23 = 1.

Aus allen Losungswegen ergibt sich, dass M keine Projektionsmatrix ist.

Zu Aufgabe:

Bestimmen Sie die Projektionsebene auf welcher die Projektionsmatrix P abbil-
det. Geben Sie dariiberhinaus noch den Projektionsvektor (bis auf seine Orien-
tierung an).

0 2 1
P=1-1 3 1
2 -4 -1

Da P eine Projektionsmatrix ist, die auf eine Ebene abbildet, sind zwei Eigen-
vektoren 1 und einer null.
Eigenvektoren zu A = 1

-1 2 1
-1 2 1 1-v=0
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Entweder Sie sehen die zwei Losungen fiir v, oder Sie miissen (so wie ich) das
Gaufiverfahren anwenden:

(P—FE)-7=0
-1 2 1
-1 2 1 |-v=0
2 -4 =2
I1=1II-1
INIT=I11+2-1
-1 2 1
0 00 -7v=0
0 00
I=1/(-1)
1 -2 -1
0 0 0] -7v=0
0 0 0
0 2 1
v=|0|+r{1]+s|0|], mnselR
0 0 1

Die (linear unabhénigigen) Eigenvektoren sind:

2 1
171 = 1 ) _»2 - 0
0 1
Die Ebene lautet also:
2 1
E:Z2=r|1]+s10], nrselR
0 1
Eigenvektoren zu A = 0
Pvs =0
0o 2 1
-1 3 1 |3=0
2 —4 -1

Entweder Sie sehen die Losung direkt, oder Sie miissen das Gauflverfahren an-
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wenden.
Pr; =0
0o 2 1
-1 3 1 |53=0
2 —4 —1
I vertauschen mit 17
-1 3 1
2 —4 -1
IN1=11r+2-1
-1 3 1
0 21
II1=111—-11
-1 3 1
0 00
I1=2-1-3-11
-2 0 -1
0 2 1 |v5=0
0 0 O
1=1/(-2)
I1=11)2
1 0 05
01 05 |3=0
0 0
Damit ergibt sich als Losung:
-0,
173 =T —O,5
1
oder mit s = —0,5r:
1
173 =S 1
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Der Projektionsvektor lautet also bis auf seine Orientierung:
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Geometrie 11

In diesem Kapitel wollen wir nun affine Abbildungen im Themengebiet der Geo-
metrie untersuchen. In diesem Kapitel gibt es kaum Rechnungen sondern viele
Bilder um eine Anschauung zu bekommen.

Zur Erinnerung: eine affine Abbildung ist von der Form:

@' =MZ+b
« ist der Name der Abbildung, M die Abbildungsmatrix, b ein Verschiebungs-
vektor, Z ein Vektor (Punkt) auf den die Abbildung angewendet wird und 7’ der
Bildpunkt.

Sie bendtigen von drei Punkten die Bildpunkte, um eine affine Abbildung zu

beschreiben:

P1 — Pll

P2 — Pgl

P3 — Pgl
Die Anzahl der Eigenwerte und damit der Eigenvektoren werden wir zur Klassi-
fizierung der geometrischen Abbildungen benétigen.

Um ein Gefiihl fiir die einzelnen Matrizen und deren Eigenschaften zu bekom-
men untersuchen wir die Auswirkungen der Matrizen auf verschiedene Bilder. Die
Koordinaten der Linien werden geméafl der Matrizen transformiert.

Ein zentraler Begriff ist der Begriff des Fixpunktes, der Fixgeraden, bzw. der

Fixpunktgeraden.
Als Beispiel betrachten wir die Abbildung:

a: ' =M-Z+b
Wi (06 08) ., (4
=08 06)7 9

1 /-3 4
M_5<4 Q

175
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Fixpunkt Ein Punkt, der bei einer Abbildung auf sich selbst abgebildet wird,
ist ein Fixpunkt. Dies ist die geometrische Bedeutung einer stationiren

Verteilung.
L(=3 4\ (2) (-4 _ (2
5\4 3 9 2 ) \9
Also ist (2|9) ein Fixpunkt dieser Abbildung.

Fixgerade Wenn es eine Gerade gibt, deren Punkte wiederum auf dieser Gera-
den abgebildet werden, dann nennt man diese Gerade Fixgerade.

S (1 0
g.x—r(2)+<5), relR
., (—06 08 o —4
@t =108 06)" "\ 2
Die Punkte der Geraden g werden jeweils durch die Abbildung a auf die
Gerade g abgebildet. Z.B. sind folgende zwei Punkte in der Geraden ¢ ent-

halten:
0
r=20 P = (5)

r=2 PQI(S)

Der Vektor () wird wieder auf sich selbst abgebildet:
L(=3 4\ (0) (-4 _ (0

54 3 5 2 ) \b
Der Vektor (2) wird wieder auf sich selbst abgebildet:
1(=3 4\ (2), (—4) _(2

5\4 3 9 2 ) \9

Dies kann man auch allgemein zeigen:

1 0 - 1/-3 4 1 0 —4
(o) @) = (00 0 6)6) - (5)

_ (=34 (1), (-3 4

4 3)"\2)T5\4 3
—3-1+4-2 n -3 4\ (0
4-143-2 4 3)\1
(5
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Fixpunktgerade Wenn eine Gerade nur aus Fixpunkten besteht, dann nennt
man sie Fixpunktgerade. Das bedeutet, dass jeder Punkt auf sich selbst
abgebildet wird. Der Richtungsvektor der Geraden ist ein Eigenvektor der
Matrix mit dem dazugehorigen Eigenwert A = 1.

Die Gerade g ist eine Fixpunktgerade.

Q‘ade

“ -/ Fixgerade

/ Fixgerade

/ -6
/ Spiegelgerade
/" = Fixgerade

-8+

Abbildung 10.1: Verschiedene Geraden

als Originalbild.

b 2 46 8
/

8 6 -4 /-2

Spiegelgerade /
= Fixgerade /

Abbildung 10.2:
dern sich nicht.

/| @aﬂe
o %

|
| -2+
|
|

A

0 2

Zwei Geraden verian-
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10.1 Drehung

Bei einer Drehung wird jedem Vektor ein neuer Bildpunkt zugeordnet. Somit
kann die Abbildung keine Eigenvektoren und keine Eigenwerte haben. Denn fiir
die Eigenvektoren bliebe der Vektor bis auf ein Vielfaches so erhalten. Da die
Langen erhalten bleiben, gilt, dass die Determinante einer Drehmatrix 1 ist.

8 8
6 6
\
4+ 4+ \\
\\ \
21/ AN
/
/ \
O + + O +
8 6 4 2 o] 2 a4 6 8 8 6 4 2 o] 2 a4 6 8
2 2
4 44
6 6
8 8

Abbildung 10.3: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.4: Das Bild um
bild. 30°gedreht.

Die Drehmatrix zu Abb. 10.4] S. ist:

v — ((€0s(30°) —sin(30°)) _ (0.866 —0.5
~ \sin(30°)  cos(30°) ) T\ 0.5 0.866

Diese Matrix hat keine Eigenwerte und Eigenvektoren, denn durch die Drehung
wird ausser dem Ursprung kein Punkt auf sich selbst oder seinem Vielfachen
abgebildet.

det(M) =1

Die Léangen bleiben jeweils erhalten und Parallele bleiben parallel. Das W bleibt
ein W.
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10.2 Spiegelung an der y-Achse

Bei einer Spiegelung sind die Eigenwerte 1 und -1. Ein Eigenvektor liegt auf der
Spiegelungsgeraden und einer ist senkrecht zur Spiegelgeraden.

8+ 8+
6 6
4+ 4+
\ A / \ A /
\\ // \\ ’/! \\ // \\ ’/!
2+ \ // \ / \ // \ 2/ T
AR VN
VLo VLo
Voo Voo
\ / \ / \ / \ /
\// \ \// \
1 1 1 1 0o 1 1 1 it 1 1 1 1 0o 1 1 1 it
A4 T T T A4
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8
2 2
4 -4+
-6+ 6
8 8

Abbildung 10.5: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.6: Das Bild gespiegelt an
bild. der y-Achse.

Die Spiegelmatrix zu Abb. 10.6] S. (Spiegelung an der y-Achse) ist:
-1 0
=)
0 1
)\1 = 1, vy = (1) )\2 = —1, Vy = <0)

det(M) = —1

Die Langen bleiben jeweils erhalten und Parallele bleiben parallel. Die Spiegel-
gerade (hier die y-Achse) ist eine Fixpunktgerade. Alle senkrechten Geraden zur
Spiegelachse (hier also alle zur x-Achse parallele Geraden) sind Fixgeraden.
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10.3 Spiegelung an der x-Achse

Bei einer Spiegelung sind die Eigenwerte 1 und -1. Ein Eigenvektor liegt auf der
Spiegelungsgeraden und einer ist senkrecht zur Spiegelgeraden.

8+ gl
6+ 6
4+ 44
\ /A\\ /
\ [\ /
2+ / \ / 2
\ / \ /
\\ / \ ’/
Voo
\\ // \\ ’/
Il Il Il Il Ta \ } \ Il Il It } Il Il Il Ta Il Il Il It
\
8 6 -4 2 D 2 4 6 8 8 6 4 2 3/\2/\\4 6 8
//’ \ //’ \\
\
27 27 )
A VA
| \
4 4+
6 6
8 8+

Abbildung 10.7: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.8: Das Bild gespiegelt an
bild. der x-Achse.

Die Spiegelmatrix zu Abb. [I0.8 S. (Spiegelung an der x-Achse) ist:
1 0
= 4)
1 0
)\1 = 1, vy = (0) )\2 = —1, Vy = <1>

det(M) = —1

Die Langen bleiben jeweils erhalten und Parallele bleiben parallel. Die Spiegel-
gerade (hier die x-Achse) ist eine Fixpunktgerade. Alle senkrechten Geraden zur
Spiegelachse (hier also alle zur y-Achse parallele Geraden) sind Fixgeraden.
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10.4 Spiegelung an einer Ursprungsgeraden

Bei einer Spiegelung sind die Eigenwerte 1 und -1. Ein Eigenvektor liegt auf der
Spiegelungsgeraden und einer ist senkrecht zur Spiegelgeraden.

8+ 8+
6 6
4 4
\ /A\\ /
\ [\ /
2+ [ / 2
\ / \ /
\ / \ ’/
\ \\ ’/
\\ // \\ ’/
} } } } Ta Y } Y } } I } } } } Ta } } } it
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8
27 27
4 4+
6 6
8+ 8+

Abbildung 10.9: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.10: Das Bild gespiegelt
bild. an der Ursprungsgeraden: g(x) = 2.

Die Spiegelmatrix zu Abb. [I0.10, S. I8T] (Spiegelung an der Ursprungsgeraden

g(z) = 27) ist: o
M:€<4 3)

)\1 = 1, V= (;) )\2 = —1, Vo = <_12)

det(M) = —1

Die Langen bleiben jeweils erhalten und Parallele bleiben parallel. Punkte auf der
Geraden g und h bleiben jeweils auf ihrer Geraden.

- (1 L (2
g.:):—r<2) h.x—r(l)

g ist eine Fixpunktgerade und h und alle zu h parallele sind Fixgeraden.
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10.5 Streckung

Bei einer Streckung um den Faktor k gibt es nur den Eigenwert \ = k.

6 61 A /
\ /\ /
\ Al /
/
\ [\ /
\ [\ /
\ / \ /
4+ 4+ \ /o /
\ [\ /
\ / \ /
A / \ / \ /
\ A / \ / \ /
\ '\ /
2 -+ [\ /

D
-
o

—

[en]
4
—

4 6 ;3 8 6 4 2 0 2 4 6 ;3
24 -2
-4+ -4
.6 - _6 —+
-8 -8

Abbildung 10.11: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.12: Das Bild gespiegelt
bild. an der y-Achse.

Die Streckmatrix zu Abb. [0.12] S. (Streckung um den Faktor 2) ist:
2 0
=62

A= Ny =2, V:(Z), a,b € R beliebig

Jeder Vektor ist Eigenvektor. Damit ist jede Gerade Fixpunktgerade.
det(M) =k" =2* =4

Die Langen werden um k gestreckt und Parallele bleiben parallel.
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10.6 Translation

8+ 8-
6 6
4+ 4+ A /
\ /\ /
\ [\ [
\ [\ /
\ / /
\ [ /
I\ / \ [ \
\ A / [ O
/ \
\ A | Vo
2+ // \ | 24 \ \
\ o\ \ / \/
Vol \/ \/
/ \ / \/ \
\ \ V
\ / \ /
\ / \
\/ \/
1 1 1 1 0o 1 1 1 it 1 1 1 1 0o 1 1 1 it
A4 T T A4
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8
2 -2+
4 -4+
6 -6
8 -8+

Abbildung 10.13: Ein ,W* als Original- Abbildung 10.14: Das Bild um 2 nach
bild. rechts und 1 nach oben verschoben.

Die Abbildung zu Abb. I0.14 S. (Translation) ist:

__’_‘_ 2
o =T 1

Wenn Sie dies als Matrix darstellen wollen:

1 0 2 T
a=10 11 To
0 0 1 1

Die Abbildung hat keinen Fixpunkt.
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10.7 Scherung

Bei einer Scherung haben Sie nur einen Eigenwert und Eigenvektor.

8+ 8+
6 6
4+ 44
\ /A\\ /
\ [\ /
2+ [ / 2
\ / \ /
\\ / \ ’/
\ \
\/ \/
} } } } Ta Y } Y } } it } } } } Ta } I
8 6 4 2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 0 2 4 6 8
2+ -2
-4+ 4+
6 6
8+ 8+

Abbildung 10.15: Das Originalbild. Abbildung 10.16: Das gescherte Bild.

Die Schermatrix zu Abb. I0.16], S. I84]ist:

(1 tan(30°)\ (1 0,577
=, ") = ")

)\1:)\2:1, V1:<é)

det(M) =1

Die Fldche bleibt erhalten (siehe Abb.[I0.I8) und Parallele bleiben parallel. Alle
Geraden parallel zur Scherachse (hier die x-Achse) sind Fixgeraden.
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81 81
61 61
4+ 44
/ /
2 24/ /
/ /
/ /
} } } } O } } } It } } } } 0 } /l } It
8 -6 -4 2 0 2 4 6 8 8 -6 -4 2 0 2 4 6 8
2 2
4 4+
61 61
81 81
Abbildung 10.17: Ein Rechteck. Abbildung 10.18: Das gescherte Recht-

eck ist ein Parallelogramm. Die Flache
bleibt erhalten.
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10.8 Gerade

Eine Gerade beschreiben Sie durch eine Richtung und einen Punkt der Geraden:
g:r=rd+ b

r ist ein Parameter, der nacheinander alle reellen Zahlen annimmt. So wie das x
bei den Funktionen. @ ist ein Richtungsvektor und b irgendein Punkt der Geraden.
Dies ist anders als bei den linearen Funktionen, wo Sie an der Stelle immer den
y-Achsenabschnitt angegeben haben.

Beispiel:
L (2 + 2
g:a=rly 3

[en]

Abbildung 10.19: Hier wird der Punkt
der Geraden g mit r = 2 konstruiert.
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10.9 Fixgerade mit dem Ursprung

In diesem Kapitel wollen wir Abbildungen untersuchen, die eine Fixgerade ent-
halten, welche durch den Ursprung geht (das ist der einfachere Spezialfall).
Die Abbildung sieht dann wie folgt aus:

a=MZ¥

v sei ein Eigenvektor zu M. Sie haben keine Verschiebung.
Dann sind die Fixgeraden gerade die Vielfache der Eigenvektoren von M.

g:x=rv, relR
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10.10 Klassifizierung affiner Abbildungen

In diesem Abschnitt sollen die verschiedenen Abbildungen mit dem Ursprung als
Fixpunkt mit Hilfe der Eigenwerte klassifiziert werden.

Abbildung Anzahl Eigenwerte
Affindrehung 0
Streckscherung 1
Euler-Affinitét 2

10.10.1 Affindrehung

Bei einer Affindrehung verbinden Sie die Streckscherung oder eine Euler-Affinitét
mit einer Drehung. Z.B. Sie drehen und spiegeln oder Sie strecken und drehen.
Die Matrizen (Drehung und Spiegelung) werden dann jeweils multipliziert.
Eine Affindrehung ist die Verkettung einer Drehung um den Ursprung mit
einer Streckscherung oder einer Euler - Affinitét.

10.10.2 Streckscherung

Wenn Sie nur einen Eigenwert k& haben, dann sieht Thre Matrix folgendermafien

aus: i L
a 0
<O k) oder <a k:) ,  a,kelR

Sie haben eine Dreiecksmatrix und auf der Diagonalen steht immer dieselbe Zahl.
a ist dann eine beliebige Zahl und k der doppelte Eigenwert.

So eine Matrix entspricht einer Streckung um den Faktor k£ und einer Scherung
um den Winkel a: tan(a) = a, bzw. arctan(a) = a.

10.10.3 Euler-Affinitat

Da Sie zwei Eigenwerte haben, haben Sie auch zwei unterschiedliche Eigenvekto-
ren. Damit erhalten Sie zwei sich schneidende Fixgeraden. Sie kénnen nun jeden
Punkt in der Ebene durch diese beiden Eigenvektoren ausdriicken.

Die Matrix M hat zwei Eigenvektoren:

1/5 -1 . N B . (-1
M—§<_1 5) )\1—2, 1/1—(1) )\2—3, Vg—(l)

Sie konnen nun alle Punkte durch ©; und 7, ausdriicken. Beispiele:
02)=1-A+1-1h
(13) =214+ 1%
(115) =3 -1A+2-1h
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Wenn Sie jetzt einen Punkt mit der Matrix multiplizieren, strecken Sie gemé&fl
der Eigenwerte entlang der Eigenvektoren.

Dieser Vorgang ist in den Abb. und [M0.2T] dargestellt.

84 84

6“ 6/7'—

4t 4t

2-—>< 21
———10 —— *X ———10 —— *X
86 -4-20 2 4 6 8 86 -4-20 2 4 6 8

41+ 44

64 6+

-8+ 84+

Abbildung 10.20: Der Punkt (1|3) wird  Abbildung 10.21: Der Bildpunkt ent-

dargestellt durch: 2, + 1, steht dadurch, dass Sie die 7;-Richtung
mit 2 (A\;) multiplizieren und die 7-
Richtung mit 3 (A2) multiplizieren.
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In diesem Kapitel werden Thnen Aufgabentypen und Aufgaben zu affinen Abbil-
dungen vorgestellt.
Zur Erinnerung: eine affine Abbildung ist von der Form:
a:@ =Mi+b

« ist der Name der Abbildung, M die Abbildungsmatrix, b ein Verschiebungs-
vektor, Z ein Vektor (Punkt) auf den die Abbildung angewendet wird und ' der
Bildpunkt.
Sie bendtigen von drei Punkten die Bildpunkte, um eine affine Abbildung zu

beschreiben:

Pl — Pll

P2 — PQ/

P3 — P3/

11.1 Affine Abbildung

Um zu entscheiden, ob eine Abbildung affin ist, reicht es zu iiberpriifen, ob die

Matrix invertierbar ist.
t 8
(1,5, e

Beispiel:
Fiir welches t ist die Matrix keine affine Abbildung:

det(M) =0
t-4—(=2)-8=0
At +16 =0

At = —16

t=—4

190
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Wenn t = —4 ist, dann ist die Matrix keine affine Abbildung.

Jetzt wollen Sie vielleicht auch noch wissen, welche Abbildung die Matrix bei
welchem ¢ ist. Dazu untersuchen wir, wann es keinen, einen oder zwei Eigenwerte
gibt:

det(M — AE) =0

(t—XNA4-XN)—(-2)-8=0

(t—=XNA4—-XN)+16=0

N—(t+4)A+4t+16=0
——

——
Spur(M) det(M)

Die obere Zeile hatten wir auch direkt hinschreiben konnen.

N — (t4+4)\ = —4t — 16
t+4\? t+4\>

() e (15
(A_ﬂ)2:_4t_16+t2+8t+16

2 4
<)\—E)2: —16t—64+t2+8t+16

2 4 4
(A_E)QZ —16t — 64 + 1> + 8t + 16

2 4
<>\_E>2_t2—8t—48

2 4

Sie haben einen Eigenwert, wenn die rechte Seite null ergibt. Keinen Eigenwert,
wenn die rechte Seite negativ ist und zwei Eigenwerte, wenn die rechte Seite
positiv ist.
t? —8t—48 =0
t* — 8t =48
(t —4)* = 48 4 4?
(t—4)* =48+ 16
(t —4)? = 64
t—4=—-8odert—4=38
t=—4odert=12

Sie haben einen Eigenwert, wenn ¢t = 12 oder t = —4 ist. Da t = —4 nicht erlaubt
ist, bleibt nur ¢ = 12. Dann liegt eine Streckscherung vor.

Durch Einsetzen (z.B. der Null) in ¢* — 8¢ — 48 erkennen wir, dass ¢? — 8¢ — 48
negativ ist, wenn gilt: —4 <t < 12.
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Also hat die Matrix fiir alle anderen Werte zwei Eigenwerte und ist dann eine
Euler-Affinitét.
Zusammenfassung:

ot =—4
Die Matrix M ist nicht invertierbar, damit beschreibt Sie keine affine Ab-
bildung.

o =12
Die Matrix M hat einen Eigenwert. Dann beschreibt Sie eine affine Streck-
scherung.

o —4<t<12
Die Matrix M hat keinen Eigenwert. Dann beschreibt Sie eine affine Dre-
hung.

o t< —4oder12<t
Die Matrix M hat zwei Eigenwerte. Dann beschreibt Sie eine Euler- Affinitét
(Parallelstreckung).

11.2 Affine Abbildung aus 3 Punkten erstellen

Eine affine Abbildung sieht folgendermafien aus:
a7 =MZ+b

Die Aufgaben unterscheiden sich, ob der Bildpunkt des Ursprungs gegeben ist
oder nicht.

11.2.1 Mit Ursprung

Beispiel:
5 (0 50 (2
=)+ri=()
5 (-3 50 3
A= (5)r-(5)

Die Abbildung ist in den Abb. [T.1] und dargestellt.
Wenn Sie die Transformation aus dem Ursprung kennen, kennen Sie den Vek-

tor 5:
- 2
- (3)
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8- 8-
6 6
4+ 44
2 24
8 6 4 2 b 2 4 6 8 8 6 4 2 b 6 8
2 2 “ |
““ “o’
4 4t |
||
|
6 61 '
8- -8+
Abbildung 11.1: Das Originalbild. Die Abbildung 11.2: Das Bild.

drei Punkte ergeben ein Dreieck.

Um jetzt M zu bestimmen, miissen Sie von jedem Bildpunkt (P} und P%) b

abziehen.
In Abb. [[T.4] sehen Sie die Abbildung des Dreiecks ohne die Verschiebung

durch den Vektor b.
- 3 = 1
M~P2—(4) M-P3—<_7)
1 3 -3 1
e (1)= () w(5)=(5)
Dies konnen Sie auch so schreiben:

i D)0 %)
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8- 8+
6 6
4+ 4+ ‘
»”
|
2+ 2+ |
|
1 1 1 % 0 1 1 % it 1 1 1 1 0 1 1 % it
8 6 4 -2 0 2 4 6 8 8 6 4 2 3? ? 4 6 8
| |
| |
-2+ -2 *‘\‘ ‘.’
| |
-4+ -4+ ‘\‘ ‘0
|
|
|
| |
6+ 6+ |
\/
\v‘
-8 84

Abbildung 11.4: Das Bild ohne die Ver-

Abbildung 11.3: Das Originalbild. Die
schiebung b.

drei Punkte ergeben ein Dreieck.

oder
M-P=P' —}
M= (Br-7). P
-1
3 1 1 -3
=3 )G )
3 1\ 1/2 3
M_<4 —7)'5(—1 1)
12
=)

Damit ist die gesuchte Abbildung bestimmt:
L (102, . 2
a7 =, )7 1

11.2.2 Ohne Ursprung

Wenn Sie nicht den Ursprung kennen, miissen Sie etwas trickreicher verfahren.
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Beispiel:

= 1 = 4
()
= (-3 5 2
()=

Dazu erst eine Voriiberlegung:
M-P+b=F'
M- -Po4+b=P’
Ihnen ist 131 und 132 bekannt. Ebenfalls 131’ und 132 !,

Wenn Sie jetzt beide Gleichungen voneinander abziehen eliminieren Sie das b
aus Thren Gleichungen:

M~ﬁ1—M-ﬁ2:ﬁ1/—ﬁ2/
Dann klammern wir das M aus:
M(P, - P) = PB' - B’
Dasselbe kann man auch fir 132 und 133 machen:
M(P, - Py) = B/ - By
Dann erhalten Sie M wie oben.

ﬁl—ﬁgz

<
sl
o

<
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Jetzt miissen Sie noch b bestimmen:
M-Piti= P
g: ﬁll - M . ﬁl

(0N (1 2\ [1
- \4 3 1) \—1
(1
S \2

Damit lautet die Abbildung:

(2 (1

196
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11.3 Fixgerade beliebig

Folgende Abbildung ist gegeben:
o7 =Mi+b

v ist ein Eigenvektor von M mit dem zugehorigen Eigenwert: .
Dann ist die Fixgerade:

g: 7' =r-v+¢ reR

Gesucht ist noch ¢, der Verschiebungsvektor. Um ¢ zu bestimmen benétigen wir
einen beliebigen Punkt der Geraden.

Jeder Punkt der Fixgerade soll wieder ein Punkt der Fixgeraden sein. Der
eine Punkt wird durch eine Zahl fiir r gebildet. Der Bildpunkt muss aber nicht
derselbe Punkt sein, aber eben ein anderer Punkt der Geraden. Deswegen wird
der andere Punkt mir dem Buchstaben s gebildet.

M(rv+¢)eg

M(rv4+¢e)=s-v+¢ | ausklammern
Mrv+Mc=s-v+¢ | Mv = A\v, da Eigenvektor
rav+Mc=s-v+¢ | —rAv

Mc=s-v—riv+c | ausklammern
Mc=(s—rANv+¢ | statt s —r\ schreiben wir &

Mé=kv+¢ | —¢
Mc—c=kv
(M — E)é¢=kv

M ist bekannt, der Eigenvektor v ist ebenfalls bekannt. Gesucht ist €. k ist be-
liebig.

Sie haben jetzt also im 2-dim ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen (in
jeder Dimension eine Gleichung) und drei Unbekannten: ¢;, ¢; und k.

Das Losen Sie indem Sie etwas probieren. Sie konnen eine der Variablen gleich
null setzen:

e ¢; = 0. Dann brauchen Sie nur noch ¢y zu bestimmen.
Dies geht nicht, wenn die Fixgerade parallel zur y-Achse ist, weil es dann
keinen Fixpunkt gibt mit ¢; = 0.

e o = 0. Dann brauchen Sie nur noch ¢; zu bestimmen.
Dies geht nicht, wenn die Fixgerade parallel zur x-Achse ist, weil es dann
keinen Fixpunkt gibt mit c; = 0.

e k£ = 0. Dann konnen Sie ¢; und ¢y mit Hilfe des Gaufiverfahrens bestimmen.

Sie bekommen natiirlich jedesmal einen anderen Punkt der Geraden. Aber das
ist egal fiir die Geradengleichung welchen Punkt Sie nehmen.
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11.4 Awufgaben

Aufgabe 11.1

Fiir welches ¢ € R ist die Abbildung, welche durch die Matrix beschrieben wird
eine Euler-Affinitéit, Affindrehung oder eine Streckscherung?

(Losung siehe Seite 200]).

t 2
e ()
Aufgabe 11.2

Fiir welches ¢t € R ist die Abbildung, welche durch die Matrix beschrieben wird
eine Euler-Affinitéit, Affindrehung oder eine Streckscherung?
(Losung siehe Seite R0OT]).

t 4
= (L)
Aufgabe 11.3

Fiir welches t € R ist die Abbildung, welche durch die Matrix beschrieben wird
eine Euler-Affinitéit, Affindrehung oder eine Streckscherung?
(Losung siehe Seite 202).

2t
M= (10 6)
Aufgabe 11.4

Gegeben sind die Bildpunkte dreier Punkte. Bestimmen Sie die dazugehorige

affine Abbildung.
= 1 = 1
A= (l) A ()

= (1 5, (7
A=) +-()
= (3 5, (14
e )= ()

(Losung siehe Seite 203)).
Zeigen Sie, dass zur Abb. a die Gerade g eine Fixgerade ist und bestimmen Sie

Aufgabe 11.5
die zweite Fixgerade.
N A I 1
a: ' =Mi+b= <4 9)x+ (2)
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g:f:rﬁ+5:r<rzl)+<C_01/3), r € R

(Losung siehe Seite 204)).

Aufgabe 11.6
Zeigen Sie, dass zur Abb. «a die Gerade g eine Fixgerade ist und finden Sie die

zweite Fixgerade.
R A B R -5
a.:)s—Mx+b—(6 8)x+(1)

(Losung siehe Seite 20G]).
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11.5 Losungen

Zu Aufgabe: I1.1]

M= (—tz ?))

Zuerst untersuchen wir, wann M keine affine Abbildung ist.

det(M) =0
t-1—(=2)-2=0
t+4=0
t=—4
Fiir ¢ = —4 handelt es sich nicht um eine invertierbare Matrix. Also ist es keine

affine Abbildung.
det(M — AE) =0
t—=XN1=-XN)+4=0
M —tA—A+t=—4
M (t+DA=—4—t

t+1\2 t+1)\2
A — ) =44 (/=
() = ()

t+1\? 242t +1
(A_L) gyt

2 4
(A t+1)2_ —16 — 4t + 12+ 2t +1
2 ) 4

Die Frage, die zu beantworten ist, ist wann es keinen, einen oder zwei Eigenwerte
gibt.
—16—4t+t*+2t+1=0
—64—2t+t*+1=0
t?—2t—15=0
(t—1)*=15+12
t—1=—4odert—1=4
t=—-3o0dert=>5

Die folgenden zwei Matrizen haben also nur einen Eigenwert:

=D G

Wenn wir in t? — 2t — 15 einen Wert fiir ¢ zwischen -3 und 5 einsetzen, z.B. t = 0,
so erhalten wir einen negativen Wert.
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1. t=4
Die Abbildung ist keine affine Abbildung.

2. t=—-3odert=5
M ist eine Streckscherung.

3. =3 <t<H
M ist eine Affindrehung.

4. t< —-3,5<t
M ist eine Euler-Affinitét.

Zu Aufgabe:

v=(lo)

Fiir welches t ist die Matrix keine affine Abbildung:

det(M) =0
£ 0—(—4)-4=0
16 =0

Es gibt kein ¢, dass die Matrix keine affine Abbildung darstellt.
Jetzt untersuchen wir, wann es keinen, einen oder zwei Eigenwerte gibt:

det(M — AE) =0
(t—A)0=))—(—4)-4=0
(t—A)(=A)+16=0
N —tA4+4t4+16=0

N —th=—-16
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Sie haben einen Eigenwert, wenn die rechte Seite null ergibt. Keinen Eigenwert,
wenn die rechte Seite negativ ist und zwei Eigenwerte, wenn die rechte Seite
positiv ist.

t*—64=0
t* =64
t=—8odert=38
Durch Einsetzen (z.B. der null) in t* — 64 erkennen wir, dass t* — 64 negativ ist,

wenn gilt: —4 <t < 12.
Zusammenfassung:

o t=—8odert=38
Die Matrix M hat einen Eigenwert. Dann beschreibt Sie eine affine Streck-
scherung.

o Ry <<8
Die Matrix M hat keinen Eigenwert. Dann beschreibt Sie eine affine Dre-
hung.

ot < —8oder8<t
Die Matrix M hat zwei Eigenwerte. Dann beschreibt Sie eine Euler- Affinitét

(Parallelstreckung).
2t
M= (11 6)

Fiir welches t ist die Matrix keine affine Abbildung:

Zu Aufgabe:

det(M) =0
2:-6-10-t=0
12-10t =0
12 =10¢

t=12

Wenn ¢t = 1,2 ist, dann ist die Matrix keine affine Abbildung.
Jetzt untersuchen wir, wann es keinen, einen oder zwei Eigenwerte gibt:

det(M — AE) =0

(2—=X)(6-X)—10t=0

N —8\+12—-10t=0
(A —4) =10t — 12
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Sie haben einen Eigenwert, wenn die rechte Seite null ergibt. Keinen Eigenwert,

wenn die rechte Seite negativ ist und zwei Eigenwerte, wenn die rechte Seite
positiv ist.

10t—12=0
10t = 12
t=12
Sie haben einen Eigenwert, wenn ¢ = 1,2 ist. Dieser Wert ist aber nicht erlaubt.
Zusammenfassung:
ot =12
Die Matrix M ist nicht invertierbar, damit beschreibt Sie keine affine Ab-
bildung.
o t < 1,2
Die Matrix M hat zwei Eigenwerte. Dann beschreibt Sie eine Euler- Affinitét
(Parallelstreckung).
o t>12

Die Matrix M hat keinen Eigenwert. Dann beschreibt Sie eine affine Dre-
hung.

Zu Aufgabe: 11.4]
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(2 3\ . 2
a.x—(4 2)x+(2)
Zu Aufgabe: 11.5]

Zeigen Sie, dass zur Abb. a die Gerade g eine Fixgerade ist.

()
() ()

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen der Geradengleichung in die Abbildungsvor-
schrift «. Zeigen muss man, dass jeder Punkt der Geraden g eingesetzt in die
Abbildung wiederum ein Punkt der Geraden ¢ ergibt.

Mg+ be g
Dies erfolgt in zwei Schritten.

1. Zuerst zeigen wir, dass der Richtungsvektor der Geraden ein Eigenvektor
von M ist.

2. Dann setzen wir den Punkt ¢ ein und zeigen, dass dieser Punkt wieder auf
der Geraden liegt.
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wa-(0)-()-(2)-5()

Also ist @ ein Eigenvektor von M.

o= (30)- (37 () = (28) = ()= (2n)

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass dies ein Punkt der Geraden ist. Dazu verglei-
chen wir komponentenweise:

() =(3)+(v)

Fiir die x-Komponente gilt:

Jetzt schauen wir, ob die Gleichung fiir die y-Werte erfiillt ist mit r = 2/3:

2 2
Z=Z.1+40
373"

Beide Bedingungen sind erfiillt. Also ist g eine Fixgerade zur Abbildung «. Da
der Eigenwert nicht 1 ist, ist es keine Fixpunktgerade.

Finden aller Fixgeraden.
Dazu miissen wir zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen:

det(M — AE) =0
M — 15A+50=0
M =5
Aoy = 10

Bestimmen der Eigenvektoren:

1. )\1:5

1Y a-(3)
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() w=

Von der zweiten Fixgerade kennen Sie schon den Richtungsvektor:

2. Ay =10

h:d =riy+d

:r<i)+cf

d muss noch bestimmt werden. d ist irgendein Punkt der Geraden.
M(riy +d) + b= st +d
Mrivy+ Md+b = svh+d
107t + Md+b = sih+d
Md —d = —10rth — b+ st
Md—d=(s—10rh—b | k= (s—10r)
Md—d=ki,—b
(M — E)d =kit—b

Dies ist ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten. Da lésst sich eine Losung
finden! Wir wéhlen einfach eine der Unbekannten gleich null: d;, ds oder k und
schauen ob es eine Losung gibt. Wenn nicht, wahlen wir die ndchste Unbekannte

gleich null. Z.B. k£ = 0.
5 1\ 7 -1
(9 (5)

Losen der Gleichung ergiebt:

1
dl:_é

1
d2:—6

o 1 _1 1
b _r@ 6(1)
Zu Aufgabe: 11.6]

Zeigen Sie, dass zur Abb. a die Gerade g eine Fixgerade ist.

N A A N -5
a.:)s—Mx+b—(6 8)x+(1)

Die 2. Fixgerade lautet:
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1. Zuerst zeigen wir, dass der Richtungsvektor der Geraden ein Eigenvektor
von M ist.

2. Dann setzen wir den Punkt ¢ ein und zeigen, dass dieser Punkt wieder auf
der Geraden liegt.

oa-(33) ()= () =+(3)

Also ist @ ein Eigenvektor von M.

o1 () ()= (- () ()

Jetzt miissen wir noch zeigen, dass dies ein Punkt der Geraden ist. Dazu verglei-
chen wir komponentenweise:

1y (-1 . 1
-1) ="\ 2 ~1
Fiir die x-Komponente gilt:

l=-r+1
0=r

Jetzt schauen wir, ob die Gleichung fiir die y-Werte erfiillt ist mit » = 0:

—-1=0-2-1
—1=-1

Beide Bedingungen sind erfiillt. Also ist g eine Fixgerade zur Abbildung «. Da
der Eigenwert nicht 1 ist, ist es keine Fixpunktgerade.

Finden aller Fixgeraden.
Dazu miissen wir zuerst die Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen:

det(M — AE) =0
M —15A+50=0
M =5
Ao = 10

Bestimmen der Eigenvektoren:

) a-(3)

1. \y=5
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(&%) ==

2. Ay =10

Von der zweiten Fixgerade kennen Sie schon den Richtungsvektor:

h:f/:rﬁg—i-cf

:r<é)+cf

d muss noch bestimmt werden. d ist irgendein Punkt der Geraden.

M(rih+d)+b=sth+d
Mriy+ Md+b = sy +d
107y + Md+b = s+ d
Md —d = —10ri — b + st

Md—d=(s—10r) —b | k= (s—10r)
Md—d=kih—0b
(M — E)d =kit,—b
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Dies ist ein Gleichungssystem mit drei Unbekannten. Da lésst sich eine Losung
finden! Wir wéhlen einfach eine der Unbekannten gleich null: d;, ds oder k und
schauen ob es eine Losung gibt. Wenn nicht, wahlen wir die ndchste Unbekannte

gleich null. Z.B. k = 0.

¢ ()

Losen der Gleichung ergiebt:

Die 2. Fixgerade lautet:



Kapitel 12

Stochastische Matrizen 1

In diesem Kapitel werden wir uns mit stochastischen Matrizen beschéftigen. Wie
der Name schon sagt, geht es um Ubergiinge und deren Wahrscheinlichkeiten.
Da die Summe aller Wahrscheinlichkeiten aller moglichen Ereignisse 1 ist, kommt
nun noch eine weitere Nebenbedingung dazu.

Definition: Eine stochastische Matrix ist eine Matrix, deren Ele-
mente zwischen 0 und 1 (jeweils inkl.) sind. Die Spaltensumm
jeder Spalte betrigt eins.

Das Thema stochastische Matrizen ist in zwei Kapitel aufgeteilt. Im ersten Ka-
pitel lernen Sie die Grundlagen und Sie erlangen eine Ubersicht iiber das Thema.
Wir werden die Eigenschaften von stochastischen Matrizen und ihre Auswir-
kungen betrachten (in diesem Kapitel werden wir nur wenige Zusammenhénge
beweisen).

1. Auswirkungen der Spaltensumme.

2. Existenz einer stationdren Losung. Es gibt immer einen Vektor, der sich
durch die Abbildung nicht dndert. (Bzw. eine stabile Kundenverteilung.)

3. Existenz einer Grenzmatrix, bzw. Grenzverteilung. Wenn man die Abbil-
dung oft genug ausfiihrt (oder bei der Kundenverteilung lange genug war-
tet), dann pendelt sich die Verteilung bei einer Grenzverteilung ein.

Das zweite Kapitel vertieft das Thema mit Beweisen und Rechnungen. In der
Regel werden Sie die Grenzmatrix nur empirisch am Computer ermitteln. Den-
noch werden Sie im zweiten Kapitel ein Verfahren zur Bestimmung der Grenz-
matrix kennenlernen. Auch die Verédnderung einer Komponente bis zur Grenzver-
teilung werden wir im zweiten Kapitel betrachten. Obwohl Sie das beschrankte
Wachstum wohl noch nicht im Unterricht behandelt haben.

2 Bei den betrachteten stochastischen Matrizen kommt der Eigenwert 1 nicht doppelt vor.

209
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12.1 Einfiihrung

0,9 0,2

0,1
A

0,8
Abbildung 12.1:  Gegeben sind die Wahr-
scheinlichkeiten zwischen zwei Ubergéngen.
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ausge-

hend von einem Ubergang (A oder B) ergibt
immer 1.

210

Beispiel: Gegeben ist ein Ubergang wie in Abb. 2.1l Interpretationen sind:

1. Sie betrachten ein Atom. Dieses Atom kann in einem angeregten Zustand
sein (angeregt durch einen Stofi oder durch Aufnahme von Licht). A sei
der Grundzustand. Wir betrachten jetzt die Wahrscheinlichkeit pro Sekun-
de, dass das Atom seinen Zustand (Grundzustand / angeregter Zustand)
wechselt.

Das Atom verbleibt meistens in seinem Grundzustand mit 90 % Wahrschein-
lichkeit. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 % wird das Atom angeregt.

Das angeregte Atom verliert seine Anregung durch Energieabgabe (Stof§
oder Abgabe von Licht) mit 80 % Wahrscheinlichkeit. Nur mit 20 % Wahr-
scheinlichkeit bleibt es angeregt.

. Sie haben zwei Rdume A und B in denen eine Party stattfindet (oder sich
ein Gas befindet). Die Géste (Atome) wechseln die Réume pro Minute mit
den oben angegebenen Wahrscheinlichkeiten. Natiirlich verlassen Thre Géste
die Party nicht und es kommen keine mehr dazu.

. Es gibt zwei Kauthduser A und B in einer Stadt. Wenn jemand bei A ein-
gekauft hat, kauft er auch beim nichsten Mal mit einer 90 % Wahrschein-
lichkeit bei A ein. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 10 % wechselt er das
Kaufthaus und kauft bei B ein.

Wenn jemand bei B eingekauft hat, wechselt er mit einer 80 % Wahrschein-
lichkeit. Nur mit 20 % Wahrscheinlichkeit bleibt er bei Kaufhaus B. (Die
sollten was fiir IThren Service tun!)

Die Ubergangsmatrix ergibt sich wie immer wieder aus den Fragestellungen:
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e Sie haben 1 in A, was erhalten Sie? 0,9 in A und 0,1 in B.
e Sie haben 1 in B, was erhalten Sie? 0,8 in A und 0,2 in B.

0,9 08
0,1 02

1. Fiir eine stochastische Matrix gilt: Die Summe der Elemente einer Spalte
erginzen sich jeweils immer zu 1. Denn die Summe aller Moglichkeiten ist
immer eins. (Siehe dazu auch 2)

Bemerkungen

2. Wir erstellen die Matrix so wie bisher aus den Fragestellungen heraus wie
oben. Also was wird aus (1/0) usw. So geschieht es auch in vielen Schulbii-
chern.

Man kénnte dies aber auch anders machen! Man kénnte sich auch die Uber-
giange anschauen. Dies macht man oft in der wissenschaftlichen Literatur.
Dann gibt z. B. das Element a;, den Ubergang von Zustand 1 nach Zu-
stand 2 an. Bei dieser Methode erhalten Sie die transponierte Matrix. Alle
Elemente sind dann zu unserer Matrix an der Diagonalen gespiegelt. Die
Summe der Elemente einer Zeile ergénzen sich dann jeweils immer zu 1.

Wenn Sie nur eine Matrix erhalten, erkennen Sie, welche Methode benutzt
wurde daran, ob die Zeilensumme oder die Spaltensumme immer 1 ergibt.

Welche Fragestellungen ergeben sich nun aus solchen Problemen?

1. Wie sehen bei einer gegebenen Anfangsverteilung die folgenden Verteilun-
gen aus?

Wenn Sie eine Erhebung zum Kaufverhalten machen, dann wollen Sie wis-
sen, wie die Kéauferverteilung in einer Woche aussieht.

2. Stochastische Matrizen haben immer eine stationdre Verteilung. (Ein Ei-
genwerte ist immer 1.)

Damit gibt es immer eine Verteilung mit:
Mz =7

3. Die interessantere und neue Fragestellung ist aber: Wie sieht die langfristige
Verteilung aus? Gibt es eine Grenzverteilung zu der alles hinstrebt und sich
dann nichts mehr dndert?

Dies ist tatséchlich so, die meisten (fast alle) stochastische Matrizen ha-
ben eine Grenzverteilung. Also langfristig kaufen immer dieselbe Anzahl!
im Kaufhaus A und B (nicht dieselben Personen). Langfristig sind immer
dieselbe Anzahl Partygéste im Raum A.

Es stellt sich somit irgendwann ein Gleichgewicht ein.
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12.2 Spaltensumme

An einem Beispiel iiberlegen wir uns, dass die Spaltensumme jeder Spalte der
Ubergangsmatrix immer 1 sein muss.

0,9 0,2

0,1
A
0,8
Abbildung 12.2:  Gegeben sind die Wahr-
scheinlichkeiten zwischen zwei Ubergéngen.
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ausge-

hend von einem Ubergang (A oder B) ergibt
immer 1.

Die von A ausgehenden Wahrscheinlichkeiten werden in die 1. Spalte geschrie-

ben:
0,9 o ) (0,9 08
(071) damit gilt dann: M = <071 072)

Da dies aber auch alle Moglichkeiten sind, die es gibt, wenn man vorher bei A
war, muss sich die Summe auf eins addieren.

Solche Matrizen, deren Spaltensummeﬁ immer eins ergibt, nennt man stocha-
stische Matrizen.

Welche Auswirkung hat es, dass die Spaltensummen der Matrix immer eins
ergeben? Diese Frage kénnen wir mit unserer Erfahrung beantworten und mathe-
matisch.

Wenn die Matrix M den Ubergang bei Kunden darstellt und kein Kunde
wegzieht oder aufthort zu kaufen, dass dann nach dem Wechsel insgesamt immer
noch gleich viele Menschen einkaufen. Das heifit, dass die Spaltensumme eines
Vektors mit dem man M multipliziert gleich bleibt:

Mi=b, a +ay+...=b +by+...

Wenn wir das auch mathematisch beweisen wollen, miissen wir uns einfach
mal ein Multiplikation anschauen. Wir tun dies der Einfachheit halber mit einer
(2 x 2)-Matrix. Die Uberlegung ist aber auch bei jeder anderen Matrix gleich.
Gegeben sei die stochastische Matrix M:

o p q
M_<1—p 1—(1)

3 Manchmal finden Sie auch Biicher, in denen die stochastische Matrix dadurch definiert
wird, dass die Zeilensumme immer eins ergeben muss.
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p und ¢ sollen jeweils zwei beliebige Ubergangswahrscheinlichkeiten sein, also:
0 <p<1undO0 < g <1. Die Spaltensummen sind jeweils eins.
Diese Matrix multiplizieren wir mit einem Vektor {. Die Spaltensumme dieses
Vektors betriagt a + b.
a
()

M(Z) - <1€p lzq) - ((1 piap)a i (1 gbq)b)

Sie sehen, dass die Spaltensumme immer noch a + b ist:

pa+(1—platgb+(1—qb=a+b

a b

12.3 Stationire Losung

Das Kundenwechselverhalten zweier Kaufhéuser sei durch folgenden Ubergang
gegeben:

0,9 0,2

0,1
A
0,8
Abbildung 12.3: Gegeben sind die Wahr-
scheinlichkeiten zwischen zwei Ubergéingen.

Die Summe der Wahrscheinlichkeiten ausge-
hend von einem Ubergang (A oder B) ergibt

immer 1.
0,9 08
M= <0,1 0,2)

Fiir jede stochastische Matrix gibt es eine stationére Losung. Der Beweis er-
folgt im néchsten Kapitel. D.h. es gibt eine Kundenverteilung welche sich nicht
dndert. (Also einen Vektor o/ der gleich seinem Bild ist.)

Mv =

N

In diesem Fall sind es alle Vielfache von (gff ) Denn:

09 08\ (08) (08
0,1 02)\01)~ \o1
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Wie erhélt man nun die stationdre Losung? Ausgehend von folgendem Ansatz:

09 08) . .
01 02)" "

Umgeschrieben als Gleichung, damit Sie die Zusammenhénge leichter sehen:

0,9 0,8 vy (M
0,1 02/ \wn)  \1n
0,9 vy + 0,8 Vy <l/1)

0,1V1 + 072V2— 12

09— + 08w, (0
0,1V1 + (0,2—1>I/2— 0

09—-1 08 AN
01 02-1)\n) \o

Sie sehen, dass Sie nur auf der Hauptdiagonalen der Matrix M eins abziehen
miissen. Das ergibt jeweils bei den Gleichungen in den einzelnen Zeilen null.

-0,1 08 Yy (0
0,1 —-0,8)\n) \O
Die Losung dieses Gleichungssystems sind nun alle Vielfache von (8:51; )
Wenn man die Losung auf die Spaltensumme eins normiert muss man durch

0,9 =0,8+ 0,1 teilen:
1 (08) _ (0,88889
0,9 \0,1/ 7 \0,11111

Oder allgemein bei (2 x 2)-Matrizen:

_ P q > q
M_<1—p 1—q) U—T(l_p), reR

12.4 Berechnung stationirer Losungen

Beispiel:
0,4 0,1 0,2
M=104 04 0,2
0,2 0,5 0,6

Der Ansatz zur Berechnung einer stationédren Losung ist:

(M — E)7 =0
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Es wird bei den Elementen auf der Hauptdiagonalen jeweils 1 abgezogen. Es ist

also folgendes Gleichungssystem zu l6sen:

0,6 0,1 02
04 —-06 02 |z=0
02 05 —04

Vorher war die Spaltensumme 1, jetzt ist die Spaltensumme 0.
Ir=1r+11+1I1

Tstat — S *

-0,6 0,1 02
04 —-06 02]2=0
0 0 0
Der Rest erfolgt ganz normal mit dem Gaussverfahren:
I'=10-1
Ir'=10-11
-6 1 2
4 —6 2|17=0
0O 0 0
I'=3-11+2-1
—6 1 2
0 —16 10|Z=0
0 0 0
I'=16-1T+11
-96 0 42
0 —-16 10|x=0
0 0 0
I'=1/(-96)
I =11/(—16)
10 —%
01 —2|z=0
00 0
21
. 18
Lgtat — T+ g
1
oder ganzzahlig (multipliziert mit 48);
21
30

48
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12.5 Grenzmatrix

Eine Besonderheit bei stochastischen Matrizen ist, dass sich in der Regel die
Potenzen der stochastischen Matrizen einer Grenzmatrix néhern.

lim M" =G

n—oo

Anschaulich ausgedriickt bedeutet dies, dass sich nach einer geniigend langen
Zeitdauer sich sich eine Grenzverteilung einstellt:

Beispiel:
09 0,8 . (20
M= (0,1 0,2) T (10)

Wenn Sie viele Ubergiinge warten, dann éndert sich die Endverteilung nicht:

420 _ (06667 0,667 ut _ (06667 06667
~ 10,3333 0,3333)° ~ 10,3333 0,3333

Somit gilt, dass die Endverteilung auch gleich ist:

20 = 521~ (10
M =M x-(zo

Die Grenzmatrix besteht aus lauter gleichen Spalten, welche ihrerseits die auf
eins normierte Losung der stationédren Verteilung sind.

Weil die Grenzmatrix aus lauter gleichen Spalten besteht, deren Spaltensum-
me eins ist, ergibt sich eine Besonderheit. Wenn Sie zwei beliebige Vektoren haben,
deren Spaltensumme gleich ist, dann ergibt sich bei der Multiplikation mit der
Grenzmatrix derselbe Vektor. Das bedeutet, dass sich immer dieselbe Endvertei-
lung einstellt.

Wenn M die Kundenverteilung nach einer Woche angibt, dann stellt sich
langfristig immer dieselbe Kundenverteilung ein. Egal, wie die Verteilung am
Anfang war.

Wenn Sie insgesamt 100 Kunden haben, von denen anfangs 100 bei A einkau-

fen:
100 88,89
G( 0 ) - (11,11)

Langfristig kaufen dann 89 Personen bei A ein und 11 bei B. (Natiirlich wechselt
der Eine oder Andere das Kaufhaus, aber die Kundenzahlen bleiben immer gleich)
Wenn Sie mit einer anderen Verteilung starten, 40 Kunden kaufen bei A ein

und 60 bei B:
40 88,89
¢ (60) - (11,11)
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Langfristig kaufen trotzdem 89 Personen bei A ein und 11 bei B.
Bei (2 x 2)-Matrizen ist die stationére Verteilung, wenn die Spaltensumme auf

eins normiert ist:
1
[ ¢ \;_ q
I—p 1—¢q l+qg—p\1—-»p

Darum ist dann die Grenzverteilung bei (2 x 2)-Matrizen:

q 9q
G — (Hq—p 1+q—p> o 1 ( q q )
- 1—p 1-p - o _ _
I+g—p I+q—»p l+g-—p\l-p 1-p
Interessant ist nun, wie die Grenzverteilung erreicht wird. Bilder dazu sehen

Sie nun im folgenden Abschnitt.
Nicht jede stochastische Matrix hat eine Grenzmatrix bzw. immer eine Grenz-

verteilung;:
0 1
=1 0)

M ist eine stochastische Matrix. Es gilt bei dieser Matrix:

o (10 ,5 (01
S R

Die Potenzen von M oszillieren und streben nicht zu Grenzmatrix.

12.6 Das Einstellen der Grenzverteilung

In diesem Abschnitt schauen wir uns an, wie bei Matrizen sich die Grenzverteilung
einstellt. Dazu gehen wir von dem Vektor e; = () bzw. €; = (é) aus. Dann

bestimmen wir nacheinander Mé&,, M?e;, M3¢€, usw. In einem Bild tragen wir
dann die Potenz (x-Achse) gegen die x-Komponente von M"é] auf. Sie sehen
zwei unterschiedliche Anndherungen an den Grenzwert: Wenn die Eigenwerte
alle positiv sind, dann néhert es sich asymptotisch dem Grenzwert. Wenn ein
Eigenwert negativ ist, dann ,pendelt® es sich um den Grenzwert ein.

G ist die Grenzmatrix, 7 ist die stationédre Losung, (Eigenvektor zum Eigen-
wert eins) also: MU = ;.

A1 und A\, sind Zahlen, bzw. die sogenannte Eigenwerte. ; und 7/, sind die
Eigenvektoren. Das sind Vektoren, deren Bild (also M ein Vielfaches ihrer selbst
(also ¥) sind.

Mﬁ1:>\1'ﬁ1

Mvy = Xy - Uy
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Der Grenzwert, der sich einstellt ist fiir einen Ausgangsvektor mit der Spalten-
summe eins berechnet. Die Grenzverteilung ist dann auch die Spalte der Grenz-
matrix.

In den folgenden Bildern ist also die x-Komponente von M" (}) dargestellt.
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~ (0,9 08 w0 ~_ L (0808
M_<0,1 0,2) M~ G 0,9 \0,1 0,1

~(03)
-(7)

>

e

||
/\
T—n “oo

x-Komponente

I\

0.8+

0.6+

04—+

0.2+

0 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 Exponent

Abbildung 12.4: Die x-Komponente ndhert sich
dem Grenzwert 0,8889.
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A - <0,8 0,6) A0~ <0,75 0,75)

0,2 04 0,25 0,25
0,75
)\1 =1 vV = (0’25)
—1
)\2 = 0,2 Vo = < 1 )

. X-Komponente

/]

08+

0.6+

04—+

0.2+

0 | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 Exponent

Abbildung 12.5: Die x-Komponente nédhert sich
dem Grenzwert 0,75.
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(06 08 w00~ (0,66 0,66\
M = <o,4 0,2) M7~ G = (0,33 0,33) -

0,66
)\1 =1 V= (O 33)

)\2 == —0,2 Vo = <_11>

(i 7)

1
3

. X-Komponente

/]

0.8+

0.6+ ><

04—+

0.2+

0 f f f f f f f

0 1 2 3 4 5 6 7 Exponent
Abbildung 12.6: Die x-Komponente nédhert sich

dem Grenzwert 0,66. Da ein Eigenwert negativ ist,
pendelt sich der Grenzwert ein.

221
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0,1 04 05 0,33 0,33 0,33

M=1|(04 05 02 MP®~G=1(0,38 0,38 0,38
0,5 0,1 0,3 0,29 0,29 0,29
0,33 1,1

M=1, r=1038] XA=027 wm~|-27| I~ -0,37,

0,29 0,64

X-Komponente

08+

06+

04+ ><

02+

X

0 f f f f f f
0 1 2 3 4 5 6

7 Exponent

Abbildung 12.7: Die x-Komponente néhert
sich dem Grenzwert 0,33. Da ein Eigenwert
negativ ist, pendelt sich der Grenzwert ein.

V3 =

222

0,8
—0,24
—0,56
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06 04 06 000

M=1{04 1 0 MY ~G=[111

0 0 04 000
0 1 0.8
>\1 = 1, =11 >\2 = 076, v, = | —1 >\3 = 0,4, V3 = —O,5
0 0 -0,3

x-Komponente

08+

06+

02+ ><

s

8 10 1}xponent

Abbildung 12.8: Die x-Komponente néhert
sich dem Grenzwert 0.

0 f f
0 2 4
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12.7 Aufgaben

Aufgabe 12.1
In einer Stadt werden Personen befragt, die aus dem Kaufhaus A kommen. Nur
einer von 15 will das néchste mal lieber in das Kaufhaus B gehen.

Von weiteren befragten Personen aus dem Kauthaus B mochten sogar 2 von
15 wechseln und demnéchst lieber in A einkaufen.

1. Erstellen Sie ein Diagramm.

2. Erstellen Sie eine Ubergangsmatrix.
Jede Person in der Stadt geht im Schnitt 1 mal die Woche einkaufen.

3. In einer Woche werden im Kaufhaus A 1200 Personen gezéhlt und im Kauf-
haus B 6000. Bestimmen Sie die Anzahlen nach 1 Woche und nach 2 Wo-
chen.

4. In einer Woche werden im Kaufhaus A 1200 Personen gezihlt und im Kauf-
haus B 6000. Bestimmen Sie die Anzahlen 1 Woche davor.

5. Bei welcher Anfangsverteilung wiirde sich nichts &ndern?
6. Erstellen Sie eine Grenzmatrix.

7. Bestimmen Sie die Gleichgewichtsverteilung, wenn sich herausstellt, dass
die Stadt 6000 Kaufer beinhaltet.

(Losung siehe Seite 225]).

Aufgabe 12.2 )
Gegeben ist Thnen folgender Ubergangsgraph: Wie entwickelt sich die Kunden-

04

Abbildung 12.9

verteilung langfristig, wenn es insgesamt 100 Kunden gibt?
(Losung siehe Seite R27]).
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12.8 Losungen

Zu Aufgabe: 12.1]
In einer Stadt werden Personen befragt, die aus dem Kaufhaus A kommen. Nur
einer von 15 will das néchste mal lieber in das Kaufhaus B gehen.

Von weiteren befragten Personen aus dem Kauthaus B mochten sogar 2 von
15 wechseln und demnéchst lieber in A einkaufen.

1. Erstellen Sie ein Diagramm. Siehe Abb.

14/15 13/15

Abbildung 12.10:  Uber-
gangsmatrix beim Kaufver-
halten.

2. Erstellen Sie eine Ubergangsmatrix.
Jede Person in der Stadt geht im Schnitt 1 mal die Woche einkaufen.

1 /14 2
A=3 ( 1 13)
3. In einer Woche werden im Kaufhaus A 1200 Personen gezéhlt und im Kauf-

haus B 6000. Bestimmen Sie die Anzahl nach 1 Woche und nach 2 Wochen.
(a) Nach einer Woche:

1 /14 2 1200\ (1920
15\ 1 13/ \6000/) ~ \5280

(b) Nach zwei Wochen:

1 /14 2 1920\ (2496
15\ 1 13)\5280) \4704
4. In einer Woche werden im Kaufhaus A 1200 Personen gezihlt und im Kauf-
haus B 6000. Bestimmen Sie die Anzahlen 1 Woche davor.

Z ist die gesuchte Verteilung vor einer Woche:

L (1200
AT = (6000)
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Dies ist ein ,normales* Gleichungssystem, dass Sie mit dem Gauflverfahren

losen konnen:
1 14 2\, (1200
B5\1 13)7 7 {6000
15

14 2 ., (18000
(:1 13) e (90000)
[T=14-11—1

14 2. [ 18000
(() 180) o (1242000)

11 = 11/180 (14 2) 2 (18000)

0 1 6900
[=1-2-11
14 0\ . (4200
(() 1)‘”" (6900)
I=1/14

1 0\ (300
0 1)% = \6900
5. Bei welcher Anfangsverteilung wiirde sich nichts &ndern?

Gesucht sind zuerst die Eigenwerte:

(a) 1. Moglichkeit

14 13 1 2
Losung: A\ =1, Ay = 0,8.

(b) 2. Moglichkeit
Es ist eine stochastische Matrix, also ist ein Eigenwert die 1.

27
Spur(A) = 1= L+ A
Also gilt:
12
)\ = — =
2 15 078

Jetzt ist der Eigenvektor zum Eigenwert 1 gesucht.

1 (-1 2
A_E_B<1 4)

Die Eigenvektoren sind:
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6. Erstellen Sie eine Grenzmatrix.
Da es nur einen Eigenvektor zum Eigenwert 1 gibt: v sei so gewéhlt, dass
die Summe der Elemente 1 ergibt:

o~

Die Spalten der Grenzmatrix sind identisch zum Eigenvektor zum Eigenwert
1, der dann aber die Spaltensumme eins haben muss.

)

7. Bestimmen Sie die Gleichgewichtsverteilung, wenn sich herausstellt, dass
die Stadt 6000 K&aufer beinhaltet.

6000
« ()

Da die Gleichgewichtsverteilung unabhéngig von der Anfangsverteilung ist,
kénnen wir jede beliebige Anfangsverteilung mit insgesamt 6000 Personen

wahlen.
o (% %) <6000) _ (4000)
11 0 2000
Zu Aufgabe:

Langfristig sammeln sich alle Kunden im Kaufhaus C. Denn selbst, wenn in jeder
Woche nur wenige dazukommen, so wechselt kein Kunde von Kaufhaus C mehr.
Also verlieren A und B immer mehr Kunden. C ist ein absorbierender Zustand.

W wiN

Q

Il
7 N
W= win
W= wino



Kapitel 13

Stochastische Matrizen 11

13.1 Stationire Losung

In diesem Abschnitt iiberlegen wir uns, warum jede stochastische Matrix eine
stationdre Losung haben muf.
Die Eigenwerte einer Matrix werden ermittelt, indem Sie folgende Gleichung
16sen:
det(M — AE) =0
Wenn A = 1 ein Eigenwert ist, dann muss die Determinante von M — E null sein.
Dies ist einfach zu zeigen:

mir Mz Miz ... Min
M— may m.22 mo3 ... Mgy
Mp1 Mp2 Mp3 ... Mpy
mpp—1  mip maz .. My,
M_FE— ma1 m22.— 1 mag ... Mon
Mn1 Mn2 mp3 .. Mpp — 1

Da es sich bei M um eine stochastische Matrix handelt gilt:

m11+m21+...+mn1:1
m12+m22+...+mn2:1
m13+m23+...+mn3:1

Mip + Moy + ...+ My, = 1

Wir untersuchen jetzt die Matrix M — E. Dazu addieren wir alle Zeilen auf:

228
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IN'=T1+I1I+III+...+N
Mip, = My — L+ myg +myz +...my, =0

Moy = Moy + Moy — 1 +ma3 + ... Mg, =0

mnn:mn1+mn2+mn3+mnn_1zo

also sieht die Matrix M — E folgendermaflen aus nach der Umformung:

mi1 — 1 mi9 mi3 ... Mip
™Mol Moo — 1 Moz ... Moy
0 0 0O ... O

Die Determinante dieser Matrix ist null. Also ist 1 ein Eigenwert.

13.2 Allgemeine stochastische (2 x 2)-Matrizen

Eine allgmeine stochastische Matrix, mit der Spaltensumme 1 ist:

p q
= < < < <
M (1—]9 1—q)’ 0<p<l, 0<¢<1

13.2.1 Eigenwerte

det(M — AE) = 0

p—A q _
det<<1—p 1—q—A)) -

P-=AN1=qg—=XA)—(1-p)g=0

p—pq—p)\—)\—l—q)\+)\2—q+pq:0

N4+A(g=1-p)+p—q=0
—_——

—Sp(M)

Die Losung dieser charakteristischen Gleichung ist:

A =1
A=p—q
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Dieses Ergebnis ist richtig, wie die Probe fiir quadratische Gleichungen ergibt:

Mtd=14+p-—qg=—(¢g-1-p)
Al- A =p—gq
Beachten Sie, dass fiir die Eigenwerte einer (2 x 2)-Matrix gilt:

)\1:1
)\QZSP(M)—I

13.2.2 Eigenvektoren
Eigenvektor zu A = 1 — Stationére Losung
Gelost werden soll folgende Gleichung;:

Mvy, =1

Wir 16sen die Gleichung fiir & statt 71 und erhalten alle Losungen. Dann wéhlen
wir einen speziellen Eigenvektor: ni;. Umgeschrieben:

(219:;19 1—3—1)52 (8)
(11):119 —CIQ)f: (8)

Eigenvektor zu A =p —¢
Gelost werden soll folgende Gleichung;:
M = (p—q)i

Dabei miissen wir zwei Félle betrachten: p = ¢ und p # ¢q. Wenn p = ¢ gilt, dann
sieht obige Gleichung folgendermafien aus:

p P\ 0.0 =
(1—]9 1_p)l/2—0 1] 0

Nun, diese Gleichung erfiillt der Vektor:

»= ()
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Nun betrachten wir p # ¢q. Wir l6sen die Gleichung fiir ¥ statt v/, und erhalten
alle Losungen. Dann wéhlen wir einen speziellen Eigenvektor: nip. Umgeschrie-

ben:
(p _1(2; " 1-q —q(p - Q)) = (8)

(1319 1319)5: (8)
= (1)

Sie sehen hier, dass die Summe der Elemente des Eigenvektors zu dem Eigenwert
(ungleich null) null ergibt.

13.2.3 Annidherung an die Grenzverteilung

Wir schreiben M als das Produkt von drei Matrizen. Die Spalten von S sind die
Einheitsvektoren, D ist eine Diagonalmatrix mit den entsprechenden Eigenwerten
auf der Diagonalen:

M = SDS™!
_ qg -1
S_<1—p 1)
1 0
D =
(0 p—q)

1 1 1
§7l=
q+1—p<P—1 q)

_ -1 _ p q
wosos - (20

Die inverse Matrix kann natiirlich nur gebildet werden, wenn ¢ + 1 — p # 0 gilt.
Nun betrachten wir z. B. M?3:

Tatséchlich gilt:

M?=8SDS™'SDS™'SDS™!
= SD(S7'S)D(S7'S)DS™!
= SDDDS™!
= SD3S!

M"=SD"S™!
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Mn:<1zp _11)< (»— Q)")q+1— <i1 31)
_ m < ) <(p " aqlp ! Q)")
)
1

p— q—qp—aq)"
q)")

_ 1 (p
Cg+1-p <1—p+(p )(p Q) 1—p+qlp

Wenn nun n gegen unendlich geht, wird (p — ¢)™ beliebig klein. Die Grenzmatrix
ergibt sich dann aus dem Grenzwertprozess. Bei der Grenzwertbildung werden
die Klammern null, deren Werte kleiner als eins sind und bei denen der Exponent

gegen unendlich geht.
et (4 40)
g+1—p \1—=p 1—-p

Es gibt beim Grenzwertprozess zwei Félle, die wir betrachten miissen. Dies gilt
allgemein so nur bei (2 x 2)-Matrizen:

l.p—qg>0
Dann ist auch (p — ¢)" > 0 fiir alle n. Damit néhern sich die einzelnen
Komponenten mit einer beschriankten Wachstumsfunktion dem Grenzwert.

2.p—q<0
Dann ist (p—q)™ > 0 fiir alle geraden n. Und (p—q)™ < 0 fiir alle ungeraden
n. Damit pendeln die Werte immer um den Grenzwert und verringern immer
mehr ihren Abstand.

13.3 Sitze

1. Alle Eigenwerte einer stochastischen Matrix liegen zwischen -1 und 1 (inkl.):

1< N <1

2. Es gibt mindestens einen Eigenwerte mit: \; = 1.

3. Die Spaltensumme der Eigenvektoren zu Eigenwerten mit —1 < \; < 1 ist
null.

4. Wenn eine Grenzmatrix existiert, dann ist die Grenzverteilung unabhéngig
vom Startwert.

5. Wenn es einen absorbierenden Zustand gibt (B — B, p = 1), dann sammeln
sich alle in diesem Zustand.



Kapitel 14

Abbildungen in Bildern

In diesem Kapitel sollen wieder nur Bilder auf die verschiedene Abbildungen
wirken gezeigt werden. Insbesondere sollen dabei die Einfliile der Determinante,
Eigenwerte und Eigenvektoren herausgearbeitet werden.

14.1 Einfache Abbildungen

3 -2 11 2 1 11
A= (1,25 —0,5) b= (2 1) ¢= (1 —1) b= (0,5 1,5)
det(A) =1 det(B) = —1 det(C) = -3 det(D) =1

Wir untersuchen nun folgende Abbildungen:
a:8'=A7 p:7%' =B ~:7'=CF 0:7' =D7

In den folgenden Bilder werden die Einheitsvektoren durch die Abbildungen ab-
gebildet.  Die Determinante der jeweiligen Abbildungsmatrix ist der Flachen-
maBstab. Bei der Abbildung « — dargestellt in der Abb. I4.1], S. 234 — ist die
Determinante der Abbildungsmatrix (A) eins. Darum sind die Flachen der Ein-
heitsquadrate gleich.

Bei der Abbildung g 142 S. hat die Abbildungsmatrix eine negative
Determinante: —1. Die Flidche des Einheitsquadrates bleibt erhalten. Die Orien-
tierung aber nicht, weil die Determinante negativ ist. Dies sehen Sie in Abb. [14.3]
S. Der Schornstein ist im Originalbild rechts vom Giebel, aber im Bild links
vom Giebel.

Bei der Abbildung v hat die Abbildungsmatrix ebenfalls eine negative De-
terminante, daher wird die Orientierung umgekehrt. Da det(C) = —3 gilt, wird
die Fliche um den Faktor drei vergroéfiert. In Bild 045 S. kann man auch
erkennen, dass der Vektor (#) auf den Vektor (?) abgebildet wird:

(3 24)()-0)

233
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e2| er

¢
N

-3+

Abbildung 14.1: Die Einheitsvektoren wer-
den durch die Matrix A abgebildet. Einge-
zeichnet ist auch das Einheitsquadrat und
sein Bild.

Bei der Abbildung ¢ [14.6, S. hat die Abbildungsmatrix die Determinante
eins. Darum sind die Flachen des Einheitsquadrates und seines Bildes gleich grof3
und gleich orientiert. Die Eigenwerte der Matrix D sind:

A =2
>\2 - 0,5

Die dazugehorigen Eigenvektoren sind:

() ()

Die Fixgeraden der Abbildung ¢ sind in Abb. 4.7, S. eingezeichnet.
Kreise konnen in Ellipsen (und umgekehrt) iiberfithrt werden. In der Abb.
- [I413 S. wurde ein Kreis in eine Ellipse iiberfiihrt durch die Matrix

E:
2 0
== 1)
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Abbildung 14.2: Die Einheitsvektoren wer-
den durch die Matrix B abgebildet. Einge-

zeichnet ist auch das Einheitsquadrat und
sein Bild.
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Abbildung 14.3: Ein Haus wird durch die
Matrix B abgebildet. Die Orientierung &n-
dert sich, da det(B) = —1. Die Fliche bleibt

gleich.
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T el
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-3+

Abbildung 14.4: Die Einheitsvektoren wer-
den durch die Matrix C' abgebildet. Einge-
zeichnet ist auch das Einheitsquadrat und
sein Bild. Beachten Sie, dass vom Ursprung
aus gesehen, der rechte Einheitsvektor é;’ ist.
Die Bilder der Einheitsvektoren haben ihre
Orientierung getauscht.
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Abbildung 14.5: Die Einheitsvektoren werden durch die Matrix C'
abgebildet. Eingezeichnet ist auch ein Quadrat und sein Bild. Der
rote Punkt ist im Originalquadrat durch zweimaliges gehen von
€1 und durch einmaliges gehen von é; vom Ursprung aus erreicht.
Im Bild miissen Sie entsprechend zweimal €7’ und einmal €, vom

Ursprung entlang laufen.
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Abbildung 14.6: Die Einheitsvektoren wer-
den durch die Matrix D abgebildet.' Elgge—
zeichnet ist auch ein Quadrat und sein Bild.
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-6 L

Abbildung 14.7: Ein Quadrat und sein Bild erstellt mit der Matrix D. Diesmal sind
auch die Fixgeraden eingezeichnet.
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Abbildung 14.8: Ein Kreis.

Abbildung 14.10: Die Abbil-
dung eines Kreises durch die

Matrix A.

Abbildung 14.12: Die Abbil-
dung eines Kreises durch die

Matrix C.

241

Abbildung 14.9: Die Abbildung eines Kreises
durch die Matrix E ergibt eine Ellipse.

Abbildung 14.11: Die Abbil-
dung eines Kreises durch die
Matrix B.

Abbildung 14.13: Die Abbil-
dung eines Kreises durch die
Matrix D.
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14.2 Streckscherung

Bei einer Streckscherung hat die Abbildungsmatrix nur einen Eigenwert. Die Ma-
trix hat im zweidimensionalen folgende Form:

a b a 0
(0 a) oder (O a)

Wir untersuchen folgende drei Matrizen:

25 1 (25 0 (11
A‘(o 2,5) B_(o 2,5) O_(o 1)

Auch hier untersuchen wir wieder die Abbildungen, bei denen der Ursprung ein

e ]

0]

Abbildung 14.14: Ein Haus wird gestreckt und geschert.

Fixpunkt ist. Die Abbildung ist dann von der Form:
' = M7

Alle Matrizen haben nur einen Eigenwert. Bei A und B: A = 2,5. bei der Matrix
C: X = 1. Da die Determinante der Matrix A von eins verschieden ist, handelt
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Abbildung 14.15: Eine zentrische Streckung.

es sich um eine Streckscherung (siehe Abb.: [[4.14] S242). Die Scherung betrigt
45°:

tan(a) = 1
a = 45°

Die Abbildung mit Hilfe der Matrix B (siehe Abb.: [4T5 SP243)). ist eine
zentrische Streckung.

Die Abbildung mit Hilfe der Matrix C' (siche Abb.: [[416, S244). ist eine
Scherung, da die Determinante von C' eins ist. Die Flédchen sind gleich. Auch hier
betrégt die Scherung 45°.
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Abbildung 14.16: Eine Scherung.

14.3 Abbildungen im dreidimensionalen

In diesem Abschnitt wollen wir uns dreidimensionale Abbildungen anschauen.
Dazu werden wir einen Wiirfel abbilden. Wir beginnen mit einer Spiegelung an
der x-y-Ebene (sieche Abb.[I4.18 S.[245 Die dazugehorige Abbildungsmatrix ist:

0
0
—1

S:ay =

O O =
O = O

14.3.1 Spiegeln und Drehen

In der néchsten Abbildung [[4.19] S. sehen Sie eine Drehung gegen den Uhr-
zeigersinn um 90° um die z-Achse. Der Uhrzeigersinn ergibt sich, wenn Sie auf
die Spitze der z-Koordinate schauen.

0 —1
D.gw=|1 0
0 O

_ o O
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T |

L —— X

N

Abbildung 14.17: Ein Wiirfel. Abbildung 14.18: Ein Wiirfel und
die Spiegelung an der x-y-Ebene.

Wenn Sie diese Abbildungen hintereinander ausfiihren ist es ausnahmsweise egal,
ob Sie zuerst drehen und dann spiegeln (S, - D, g0o) oder zuerst Spiegeln und
dann drehen. Beachten Sie, dass die Matrix rechts steht, deren Abbildung Sie
zuerst ausfiithren. (D, ggo - Sy ).

0 -1
0
0

-1 0
0 O
0 -1

0
0
-1

0 10 0
D,oge - Spy-Sey=11 0]-10 1 =11
0 1 00 0
Ausnahmsweise konnen Sie hier die Multiplikation umdrehen. Es entsteht ja auch
dasselbe Bild, egal ob Sie zuerst um die z-Achse um 90°drehen und dann an der

x-y-Ebene spiegeln oder erst spiegeln und dann drehen.
0
0
-1

Sx,y . 1)2,90O : Sx,y -

o O =
o = O

14.3.2 Mehrere Drehungen

Wenn Sie die Drehung um die z-Achse mit einer Drehung um die x-Achse ver-
kniipfen, konnen Sie die Faktoren nicht mehr vertauschen: D, goo sei die Drehung
um 90° gegen den Uhrzeigersinn, wenn Sie auf die z-Achse schauen.

-1

D, 900 = 0
0

o = O

0
0
1
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y y

Abbildung 14.19:  Ein Wiirfel Abbildung 14.20:  Der Wiirfel
wurde gegen den Uhrzeigersinn wurde zusétzlich noch an der x-
um 90° um die z-Achse gedreht. y-Ebene gespiegelt.

D, g0 sei die Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn, wenn Sie auf die x-Achse
schauen. Sie klappen also nach vorne bei unserem Koordinatensystem.

10 0
Dm,QOO = 0 0 —1
01 0

Drehen um die z-Achse und anschliefend um die x-Achse:

10 0 0 -1 0 0 -1 0
Dm,QOO . Dz’goo = O O —1 . 1 0 0 = O O -1
01 0 0 0 1 1 0 0

Erst drehen um die x-Achse und dann um die z-Achse:

0 -1 0 10 0 001
Dz,90° . Dx7g()o - 1 O 0 . O O —1 - 1 0 0
0 0 1 01 0 010

Beachten Sie, dass die Wiirfel nicht durch eine Punktspiegelung ineinander iiber-
fithrbar sind. Um dies deutlich zu machen, ist in der Abbildung die Ecke B mar-
kiert worden.
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Abbildung 14.21:  Ein Wiirfel Abbildung 14.22:  Der Wiirfel wur-
wurde gegen den Uhrzeigersinn de zusétzlich noch um die x-Achse ge-
um 90° um die z-Achse gedreht. dreht.

z z

T

T

N

Abbildung 14.23:  Ein Wiirfel Abbildung 14.24: Der Wiirfel wur-
wurde gegen den Uhrzeigersinn de zusétzlich noch um die y-Achse ge-
um 90° um die x-Achse gedreht. dreht.



KAPITEL 14. ABBILDUNGEN IN BILDERN 248

14.4 Stochastische Matrizen

In diesem Abschnitt wird die Abbildung einer stochastischen Matrix und ihr
Grenzwertprozess veranschaulicht.

0,6 0,1
M= (0,4 0,9)

Die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M sind:

)\1 - 1, ﬁl - (}l) )\2 - 0,5, 172 - (_11)

Zur Erinnerung, auch alle Vielfachen von #; und 7, sind Eigenvektoren. Hier
sind als Eigenvektoren diejenigen Vektoren gew#hlt worden, welche die kleinsten
ganzen Zahlen enthalten.

14.4.1 Abbildung eines Quadratgitters

Zuerst schauen wir uns die Auswirkung der Abbildung M und einiger ihrer Po-
tenzen auf ein Quadratgitter an. In Abbildung [4.25] S. 251] sehen Sie, dass sich
jeder Punkt des Gitters der Grenzverteilung néahert. Es ergibt sich eine Gerade.

14.4.2 Eigenvektoren

In diesem Abschnitt schauen wir uns den Grenzwertprozess an einem einzigem
Vektor an: p = (§). Diesen Vektor konnen wir auch durch die Eigenvektoren
ausdriicken:

F=20 + 60

(o) =2() ()

Wie verdndert sich nun dieser Vektor mit den jeweiligen Potenzen von M7 Also
wohin wandert er bei jeder erneuten Abbildung mit M? Dies sehen Sie in der
Abbildung [4:26], S. 252
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Rechnerisch sieht es so aus:

P=2ih+ 60k
MpF=2M7i +6M i,
=2-1-ih+6-0,5-ih
M*p=2-1-Mv,+6-0,5- M
=2.1-1-74+6-05-05 -
=212, +6-0,5% i
M3p=2-13-0U,+6-05% i
Mp=2-1"-7, +6-05" i
MYy =2.1""74+6-05". 1
=27, +6-0,5%. 7,
M"p =2 +6-0,5" i
Tim M"p=20+0 7

=21

Der Grenzwert unseres Beispielvektors p'= (§) ist dann (2) = 2 7. Da bei einer
Multiplikation mit einer Stochastischen Matrix der Bildvektor p” dieselbe Spal-
tensumme wie der Gegenstandsvektor p’ aufweist konnen wir dies nutzen um mit
einer einfachen Regel den Grenzpunkt auszurechnen: Normieren Sie den Eigenvek-
tor 7, zum KEigenwert eins so, dass die Spaltensumme eins ergibt. Dann erhalten
Sie g. Wenn Sie jetzt von einem beliebigen Vektor p’ den Grenzpunkt, bzw. die
Grenzverteilung erhalten wollen, miissen Sie § nur noch mit der Spaltensumme
von p multiplizieren. Unser Vektor p hat die Spaltensumme 10:

. {02
9= 108

lim M"5= G- 10 = (;)

n—o0

14.4.3 Potenzen einer stochastischen Matrix

In diesem Abschnitt visualisieren wir eine (3 x 3)-Matrix und ihre Potenzen durch
Saulen, welche so hoch sind wie die jeweiligen Werte.

08 0 0 0 02
0 03 02 0,1 04
A=|0 04 03 01 02 (14.1)
0 01 02 07 0
02 02 03 0,1 0,2
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Sie sehen dann in Abb. [4.27 S. 253] dass sich die Potenzen einer Grenzmatrix
ndhern. Da es sich um eine doppelt stochastische Matrix handelt, sind bei der
Grenzmatrix alle Werte gleich gro8.
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I

Abbildung 14.25: Ein quadratisches Gitter wird durch die Matrix M, M?, M3, M*
und M1 transformiert. Die einzelnen Punkte nithern sich der jeweiligen Grenzver-
teilung.
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104 104
AN AN
AN N
5 AN 5 3
\
N\
>
+ + O + = + + O + =
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
5 5
-10+ -10+
104 104
5~ 5~
+ + O + = + + O + =
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
5 5
-10+ -10+

Abbildung 14.26: Der Vektor § = (8]2)T wird als Summe der Eigenvektoren be-
schrieben (1. Bild). p'= 2, + 6 i%. Danach sehen Sie Mp, M?p, M3p, M'p.
M™p nihert sich bei fortlaufender Potenz seinem Grenzwert. (2|8)T
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Abbildung 14.27: Die Matrix A (siehe Text S. Gl. I41) im ersten Bild wird
potenziert. Sie sehen in den Bildern die Matrizen: A, A%, A3, A* A'Y und A%. Die
Matrizen néahern sich ihrem Grenzwerten. Da es sich um eine doppelt stochastische
Matrix handelt, sind bei der Grenzmatrix alle Elemente 0,2 grof.



Kapitel 15

Arbeitsblatter

254
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15.1 Verschliisselung — Das Hill Verfahren

1929 hat Herr Hill ein Verschliisselungsverfahren vorgestellt, welches so nie be-
nutzt wurde, weil es letztendlich zu schnell zu dechriffrieren ist. Das Verfahren
hat somit nur Liebhaberwert bzw. es dient zur Demonstration von linearen Ver-
schliisselungen.

Als Beispiel soll das Wort ,,Mathe” chiffriert und dechiffriert werden. Vorgehen:

1. ,Digitalisierung” der Nachricht mit einer festen Tabelle, die jedem Buch-
staben eine Zahl zuordnet. Man konnte auch noch zwischen Grof- und
Kleinschreibung unterscheiden. Dann hétte man sogar mit dem Leerzei-
chen zusammen 53 Zeichen / Zahlen:

A/B|C|D/E|F|G/ H|IT|J|K|L|M

1 2 3 4 5 6 78 9 10|11 1213

NIO|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y]|Z

1411516 | 17| 18 |19 |20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
Das Leerzeichen bekommt dann die Nummer 27.

Aus dem Wort ,Mathe* wird dann: 13 1 20 8 5.

2. Nun wird mit einer Verschliisselungsmatrix verschliisselt. Der Einfachheit
sei hier eine (2 x 2)-Matrix angenommen.

1=(15)

Um die Nachricht mit der Matrix multiplizieren zu kénnen, muf sie in 2-
er Packchen eingeteilt werden. Bei dem letzten Pickchen wird einfach ein
Leerzeichen angehéngt.

(13 1) G g) = (27 44)) (20 8) G g) = (48 100)
(5 27) G g’) — (37 150)

Die codierte Nachricht, welche iibermittelt wird, ist dann: 27 44 48 100 37
150.

3. Der Empfanger decodiert dann mit der inversen Matrix:

1 /5 =3
-1 _
e ()

Dazu schreibt er die codierte Nachricht in eine 2-spaltige Matrix:

27 44
C =148 100
37 150
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27 44 1/5 -3 13 1
Cx A= [48 100 - (_1 9 ) =(20 8
37 150 5 27

4. ,Analogisieren der Nachricht. Dazu muss der Empfianger in obiger Tabelle
nachschauen, was die einzelnen Zahlen bedeuten.

13— M, 1— A usw.

Der Empfanger decodiert das Wort: Mathe.

Kritik: Es ist nur ein begrenzter Zahlenraum zu durchsuchen. Mit schnel-
len Rechnern kann man einfach alle Matrizen durchprobieren, die es gibt und
versuchen die Nachricht zu decodieren.

Wenn dann bei einer langen Nachricht etwas sinnvolles herauskommt, wird
dies die Nachricht sein.

1. Jemand mochte das Wort Hallo verschicken. Welchen Code verschickt er
bei obigem Verfahren?

2. Jemand empfiangt den Code: 41 100. Wie lautet die Nachricht?

3. Jemand mochte die Buchstaben wie oben verschliisseln (A - 1, B - 2 usw.)
und benutzt folgende Matrix:
1 3
2= Y

Was muss er seinem Kommunikationspartner alles mitteilen?

4. Jemand mochte die Nachricht sicherer machen und verschliisselt mit einer
weitern Matrix den schon verschliisselten Code. Hilft das?
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15.2 Verschliisselung — Das Hill Verfahren — Lo-
sung

1. Jemand mochte das Wort Hallo verschicken. Welchen Code verschickt er
bei obigem Verfahren?

Losung: 17 29 36 96 57 180

2. Jemand empfiangt den Code: 41 100. Wie lautet die Nachricht?
Losung: OK.

3. Jemand mochte die Buchstaben wie oben verschliisseln (A - 1, B - 2 usw.)
und benutzt folgende Matrix:
1 3
2= (s 1

Was muss er seinem Kommunikationspartner alles mitteilen?

Losung Er muss ihm die Verschliisselung der Buchstaben (A - 1, B - 2
usw.) mitteilen und ihm B~! geben:

1 /-4 3
-1+
b _2(2 —J
Wenn sich die beiden geeinigt haben, kénnen Sie ab da ihre chiffrierten
Nachrichten austauschen.

4. Jemand mochte die Nachricht sicherer machen und verschliisselt mit einer
weitern Matrix den schon verschliisselten Code. Hilft das?

Losung Nein. Sei die 1. Verschliisselungsmatrix A, die 2. Matrix B. Dann
erfolgt die Verschliisselung durch: C' = A % B. Diese Matrix hétte man aber
auch gleich wihlen konnen.

Es ist wiederum nur eine lineare Verschliisselung mit einer Matrix. Die
Sicherheitsbedenken bleiben so weiterhin bestehen.
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15.3 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen sind eine Folge von Zahlen, definiert durch

F():O
Fi=1
Fn:Fn—1+Fn—2

1. Geben Sie die Fibonacci-Zahlen bis Fjq an.

2. Schreiben Sie F,, und F;,,_; in einem Vektor:

F,
Fn—l
Zeigen Sie dann, dass durch die Matrix M die Fibonacci-Zahlen gebildet

werden konnen:
11
=i o)

3. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.

4. Bestimmen Sie mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren F, ;.
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15.4 Fibonacci-Zahlen — Losung

Die Fibonacci-Zahlen sind eine Folge von Zahlen, definiert durch
=0
=1
F,=F,_1+F,
1. Geben Sie die Fibonacci-Zahlen bis Fjq an.

Fo | By | Fy | Fs | Fy | F5 | Fs | Fr | Fy | Iy | Fio
O 1|12 3|5 ]8[13]21]34) 55

2. Schreiben Sie F,, und F;,,_; in einem Vektor:

(")

Zeigen Sie dann, dass durch die Matrix M die Fibonacci-Zahlen gebildet

werden konnen:
11
=i o)

L1\ ((Fo\ _ (FutFaa) _ (Fan
Die néchste Fibonacci-Zahl steht immer oben im Vektor nach der Multipli-
kation.
3. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix M.
det(M — AE) =0
(I=XN)(=A)—=1=0

A+ N =1=0
M—-A-1=0
1— 1
P G +2¢5
(a) Eigenvektor zu \; = 1_2*/5
-(=0) (0
1 _(1=v5 ~\O
2
1—(%—§> 1 0
1 —(l—ﬁ> :<O)
2 2
1y 1 :<0)
1 14 0
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1 _<1+\/5)
N AN
1 —(§+§> _<0)
1

4. Bestimmen Sie mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren £}, ;.

Durch ausprobieren erhélt man

(R21) = (o)

Letztendlich erhalt man:

Foit 1 1 =5 o \" (14 1) (1
= 1 _ 5 1 5 1+v5 12 \/52 0
Fn —3m % Tat R/ 0 s te 1
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15.5 Gaussverfahren und Matrizen

In diesem Arbeitsblatt untersuchen Sie den Zusammenhang von Matrizen und
dem GauBlverfahren. Beim Gaufiverfahren oder auch beim Gauf-Jordan-Verfahren
werden Zeilen verandert. Genauer Vielfache von Zeilen werden addiert oder sub-

trahiert.
2 1
=5 o)

1. Geben Sie eine 2d-Matrix an, welche folgende Operation ausfithrt: I/ =
2-11—-3-1

2. Geben Sie eine Matrix und ihre Inverse an, welche einen Zeilentausch durch-
fiihrt.

3. Geben Sie eine Matrix und ihre Inverse an, welche einen Spaltentausch
durchfiihrt.

4. Schreiben Sie alle Gaufumformungen fiir die Matrix M als Matrizenmulti-
plikation.

5. Schreiben Sie die Umformungen zur Einheitsmatrix indem Sie mit der Spal-
tenumformung beginnen. — Wie sieht dann die Umformung zur Inversen
aus?

6. Wie muss bei Anwendung eines Spaltentausches die Inverse gebildet wer-
den?
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15.6 Gaussverfahren und Matrizen — Losung

In diesem Arbeitsblatt untersuchen Sie den Zusammenhang von Matrizen und
dem GauBlverfahren. Beim Gaufiverfahren oder auch beim Gauf-Jordan-Verfahren
werden Zeilen verandert. Genauer Vielfache von Zeilen werden addiert oder sub-

trahiert.
2 1
=5 o)

1. Geben Sie eine 2d-Matrix (U;) an, welche folgende Operation ausfiihrt:

[T=2.-11-3-1
10
- (4 2)

()66 )

Sie miissen von links multiplizieren, um die GauBumformungen durch eine
Matrixmultiplikation zu erhalten.

2. Geben Sie eine Matrix und ihre Inverse an, welche einen Zeilentausch durch-
fihrt.

T1- tauscht die erste und die zweite Spalte:
010
T12 = <(1) (]j) oder 1 00
0 01
Sie miissen bei einem Zeilentausch von links multiplizieren:

0 -3

_ 01
T121 = <1 0) =T

Ty, ist zu sich selbt invers. Es ist ja auch die Einheitsmatrix, bei der ent-
sprechende Zeilen getauscht sind.

Die Inverse:

3. Geben Sie eine Matrix und ihre Inverse an, welche einen Spaltentausch
durchfiihrt.

Matrizen, welche Spalten tauschen sind Permutationsmatrizen der Einheits-
matrix. D. h., dass bei der Einheitsmatrix ebenfalls die Spalten an der Stelle
getauscht sind:
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Py5 tauscht die 1. und die 2. Spalte:

10

1 2
w-re= (g 3)

tauscht also die erste Spalte. Beachten Sie, dass Sie von rechts multiplizie-
ren.

01 010
P12:< )0deI'P12: 1 0 0
0 01

Die Inverse von Py ist gerade Pjo selber, weil dann die Spalten wieder
zuriickgetauscht werden durch eine Multiplikation und dadurch dann die
Einheitsmatrix entsteht.

4. Schreiben Sie alle Gaufumformungen fiir die Matrix M als Matrizenmulti-
plikation.

Das Gauflverfahren bei der Matrix M:

2 1
3 0
neu [l =2-11 —-3-1

(%)

neu I =11/(-3)

6 1)

neul =1-—11
2 0
01
neu [ =1/2

(o 7)

Die entsprechenden Umformungsmatrizen sehen folgendermésen aus (bea-
cheten Sie, dass Sie von links multiplizieren miissen):

neu[I:2-11—3~I:U1:<_13 g)

neu Il =11/(-3): Uy = (é _Ol)
3
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neul=1—-1I:U;=

ONI=
O =

— |

—_

N—

neu[:[/2U4:<

)

Uy-Us-Uy-Up-M=FE

Sie erhalten also die Einheitsmatrix:

und es gilt damit:
Mt =U,-Us-Uy- Uy

5. Schreiben Sie die Umformungen zur Einheitsmatrix indem Sie mit der Spal-
tenumformung beginnen. — Wie sieht dann die Umformung zur Inversen

aus?
2 1
30
Spaltentausch I <» I
1 2
0 3
neu Il =11/3

6 7)

neul =71-2-11

(o 7)

Die zugehorigen Umformungsmatrizen sehen folgendermaflen aus:

Spaltentausch T, = <(1) (1))

neuI]:[I/?):‘/l:((l] (1))

3
1 -2
neul=1-2-11V, = (O 1)
Die Einheitsmatrix erhédlt man nun folgendermaflen:
Vo-Vi-M-Typ,=E
Hier lésst sich die Inverse eben nicht einfach bestimmen, denn es gilt:

Vo Vo= (M-Typ)™"
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6. Wie muss bei Anwendung eines Spaltentausches beim Gaufiverfahren die
Inverse gebildet werden?

Das Ergbnis vorweg: Wenn am Anfang ein Spaltentausch (bei der Umfor-
mung der Matrix) gemacht wird, muss am Ende ein Zeilentausch (bei der
Matrix gemacht werden, die die Inverse werden soll) gemacht werden.

Vo -Vi=(M-Typ)™"

(M -Ty) =15 - M~}
Das lésst sich durch einfaches dranmultiplizieren klarmachen:
M -Ty- T, Mt'=M-E-M*

=M M
=F

Vo-Vi=(M-T)"
Vg-Vlszzl-M_l

Wenn man auf beiden Seiten von links T}, multipliziert:

Vo - Vi=To -M™*
T2 Vo Vi =T T - M
T2 -Vy-Vy=M"

Die Multiplikation von T}, von links entspricht einem Zeilentausch.

Wir wissen, wie man schnell die Inverse einer (2 x 2)-Matrix bildet:

2 1 0 -1\ _ (0
=) v rrrs (B ) -0 )

Die Alternative, die man ja auch anwenden muss, bei Matrizen mit mehr
als 2 Zeilen und Spalten — diesmal aber mit dem sonst eigentlich verbotenen

Spaltentausch:
2 1 1 0
30 0 1

Spaltentausch I <> I

b A6

W
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neul =3-1—-2-11
3 0 3 =2
0 3 0 1

neu I =1/3
neu II =11/3

b II6 )

Und anschliessend der Spaltentausch:

0o 1
-t )
-

266

Der Spaltentausch kann nicht zwischendurch durchgefiihrt werden, sondern

muss am Ende erfolgen.
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15.7 Random Walk

Stellen Sie sich vor, dass es drei Felder gibt. Sie bewegen sich auf diesen Feldern.
Am Anfang von Feld eins und am Ende gibt es jeweils eine Begrenzung. Frei
bewegen konnen Sie sich nur auf Feld zwei. Von Feld zwei gehen Sie mir einer
Wahrscheinlichkeit von 50% auf Feld eins oder mit einer Wahrscheinlichkeit von
50% auf Feld drei.

Wenn Sie auf Feld eins stehen, gehen Sie mit einer Wahrscheinlichkeit von
50% auf Feld zwei oder Sie bleiben auf Feld eins.

Wenn Sie auf Feld drei stehen, bleiben Sie dort mit einer Wahrscheinlichkeit
von 50% oder Sie gehen mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% auf Feld zwei
zuriick.

Die Ubergangsmatrix ist:

1 1 10
M:§ 1 01
011

. Erstellen Sie einen Ubergansgraphen.

—_

2. 40 Menschen sind auf Feld eins, 30 jeweils auf Feld zwei und drei. Bestimmen
Sie die Verteilung im nédchsten Schritt.

3. 40 Menschen sind auf Feld eins, 30 jeweils auf Feld zwei und drei. Bestimmen
Sie die Verteilung einen Schritt vorher.
Losen Sie einmal das dazugehorige Gleichungssystem und benutzen Sie als

zweiten Losungsweg die Inverse.

4. Stellen Sie sich vor, dass 100 Menschen den random walk gehen. Bestimmen
Sie eine konstante Verteilung.

5. Zeigen Sie auf zwei verschiedenen Wegen:
11 1 10 0 1 2 2 2
M={1 0 —-2|-10 05 0 5 3 0 =3
1 -1 1 0 0 -0 1 -2 1

(a) Zeigen Sie die Beziehung durch Multiplikation.

(b) Bestimmen Sie dazu alle Eigenwerte und Eigenvektoren. Sie diirfen
dabei annehmen, dass die letzte Matrix die Inverse der ersten Matrix
ist.

6. Bestimmen Sie die Grenzmatrix aus obiger Beziehung.

7. Bestimmen Sie die Grenzverteilung, wenn 100 Personen an dem Spiel teil-
nehmen.
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0,5% 0,5%

15.8 Random Walk — Lésung

Stellen Sie sich vor, dass es drei Felder gibt. Sie bewegen sich auf diesen Feldern.
Am Anfang von Feld eins und am Ende gibt es jeweils eine Begrenzung. Frei
bewegen konnen Sie sich nur auf Feld zwei. Von Feld zwei gehen Sie mir einer
Wahrscheinlichkeit von 50% auf Feld eins oder mit einer Wahrscheinlichkeit von
50% auf Feld drei.

Wenn Sie auf Feld eins stehen, gehen Sie mit einer Wahrscheinlichkeit von
50% auf Feld zwei oder Sie bleiben auf Feld eins.

Wenn Sie auf Feld drei stehen, bleiben Sie dort mit einer Wahrscheinlichkeit
von 50% oder Sie gehen mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% auf Feld zwei
zuriick.

Die Ubergangsmatrix ist:

M =

1
1
3 1
0

[ s
—_—_ o

1. Erstellen Sie einen Ubergansgraphen.

2. 40 Menschen sind auf Feld eins, 30 jeweils auf Feld zwei und drei. Bestimmen
Sie die Verteilung im néchsten Schritt.

40 35
M-130| =135
30 30

3. 40 Menschen sind auf Feld eins, 30 jeweils auf Feld zwei und drei. Bestimmen
Sie die Verteilung einen Schritt vorher.

Losen Sie einmal das dazugehorige Gleichungssystem und benutzen Sie als
zweiten Losungsweg die Inverse.

Alternative I
40

x
y:30
30

ultlphzleren mit 2 (links und rechts) verschwin-

1

1
0
1

)

1

1

0
Zuerst muss die 1/2 durch M
1

1

0

den.
80

= | 60
60

— o =

0
1
1

ISIINS S
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Losen des Gleichungssystems ergibt: 40 Personen waren auf Feld 1, 40 Per-
sonen waren auf Feld 2 und 20 auf Feld drei.

Alternative 11
Hier erstellen wir die Inverse und multiplizieren dann die gegebene Vertei-
lung mit der inversen Matrix.

110 100
1101 010
011 00 1
M -2

110 2.0 0
10 1 020
011 00 2
II=11-1

1 1 0 2 0 0
0 —1 1 —2 2 0
0 1 1 0 0 2
IIT=IIT+1I

1 1 0 2 0 0
0 —1 1 —2 2 0
0 0 2 —2 2 2
IIT=111/2

1 0 2 0 0
0 1 2 2 0
0 1 -1 11

~

~

Il
| ~ |
HH)\(OHH

|

~

~

~

1 0 2 0 0
0 0 11 -1
0 0 1 11 1
I=1+1II
1 0 0 1 1 0
0 —1 0 -1 1 -1
0 0 1 11 1
11 =11/(-1)
100 1 1 -1
010 1 -1 1
00 1 -1 1 1
1 -1 40 40
1 =1 1 |-[30] =140
-1 1 1 30 20

4. Stellen Sie sich vor, dass 100 Menschen den random walk gehen. Bestimmen
Sie eine konstante Verteilung.
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Die stationére Verteilung ist ein Eigenvektor zum Eigenwert 1:

A=1
05 0,5 0
M—-1-E=1] 05 -1 05
0 05 -0,
Ein Eigenvektor lédsst sich leicht angeben:

1
—/ — 1
1

100 (1
'U:T 1
1

5. Zeigen Sie auf zwei verschiedenen Wegen:

1 1 1 1 0 0 1 2 2 2
M={1 0 =-2]-10 05 0 —{3 0 =3
1 -1 1 0 0 -0, 1 -2 1

(a) Zeigen Sie die Beziehung durch Multiplikation.
Einfaches Ausmultiplizieren ergibt M.

(b) Bestimmen Sie dazu alle Eigenwerte und Eigenvektoren.

Dies ist etwas aufwéndig, weil es sich um eine 3 x 3-Matrix handelt.
Von vornherein wissen Sie aber, dass ein Eigenwert 1 ist, da es sich
um eine stochastische Matrix handelt.

Wenn Sie mit der Matrix M rechnen, dann sind die Matrixelemente
iiberall 0,5 oder null. Da macht es Sinn zu schauen, wie die Rechnung
einfacher geht. Sie wissen, dass fiir eine beliebige Matrix A und eine
Zahl n gilt:

det(nA) = ndet(A)

det(nA — A\E) = det(n(A — %E)
=ndet(A — iE)
n
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Wenn Sie also die Eigenwerte ausrechnen von:

11
M-XE=110
01

)

Dann miissen Sie die ausgerechneten Eigenwerte noch mit 0,5 multi-
plizieren um die Eigenwerte von M zu erhalten.

1-N 1 0
det(M' = NE)=| 1 0-X 1
0 1 1=

det(M' — NE) = (1= N)-(0—N)-(1—X)

+1-1-0
+0-1-1
—0-(0=X)-0
— 11 (1= )
—(1=X\)-1-1

det(M' = NE)=(1—=X)-(0=N)-(1—=X)
— 11 (1= )
—(1=X\)-1-1

det(M' — NE) = (1= X)%- (=))
— 1= N
—1-N

Ausklammern von (1 —\) fiithrt zu einem Produkt. Dessen Nullstellen
sind durch die Bestimmung der Nullstellen der Faktoren bestimmbar.

det(M' = NE)=(1-X)?-(=)\)—=2(1-X)
=1 =XN)((1=X)-(=X) =2)
=(1-X)(\*=X-2)

Um die Eigenwerte zu bestimmen miissen Sie folgende Gleichung 16sen:
det(M' = NE)=(1-=X)(A? =X =2)=0
Ein Produkt ist null, wenn mindestens einer der Faktoren null ist:

XN =1 oder N =2 oder N = —1
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Die Eigenwerte von M sind dann:
A=)

A=050der A =1 oder A = —0,5

i. A\ = 1: Sie miissen folgendes Gleichungssystem losen:

-0,5 0,5 0 0
05 -1 05 | =10
0 05 —-0/5 0
Eine Losung ist:
1
vy = 1
1

ii. Ay = 0,5: Sie miissen folgendes Gleichungssystem losen:

0 05 0 0
0,5 =05 05| =10
0 05 0 0
Eine Losung ist:
1
V9 = 0
—1
iii. A3 = —0,5: Sie miissen folgendes Gleichungssystem losen:
1 05 0 0
0,5 05 051 =10
0 05 1 0
Eine Losung ist:
1
V3 = -2
1

Da alle drei Eigenwerte unterschiedlich sind, gilt:

M = SDS™!

272

mit D als Diagonalmatrix mit den Eigenwerten und S gerade als die

Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren sind.
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6. Bestimmen Sie die Grenzmatrix aus obiger Beziehung.

Sie konnen den Eigenvektor zum Eigenwert 1 bestimmen, der die Summe
eins hat. Die Spalten der Grenzmatrix sind dann gerade dieser Einheitsvek-

tor.
A=1
-0,5 0,5 0
M-1-E=1 05 -1 05
0 05 =05
Ein Eigenvektor ldsst sich leicht angeben:
1
—/ — 1
1

Ein Eigenvektor mit der Summe eins ist dann:

1!
Uzg]_
1

G besteht aus den Spalten dieses Vektors:

1

11
G=-1111
S\1 1
Sie kénnen G natiirlich auch elementar durch den Grenzwertprozess bestim-
men:

G = lim SD"S™!

n—o0
D hat auf der Diagonalen die Eigenwerte. Diese sind bis auf einen kleiner
als eins. Deren Grenzwert beim Potenzieren nédhert sich der null, bzw. fiir
den Eigenwert eins nidhert der Grenzwert sich der eins.

100
lim D"= 10 0 O

Wenn Sie nun das Produkt bilden, erhalten Sie G:

1
G=1|1 0 =2
1
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7. Bestimmen Sie die Grenzverteilung, wenn 100 Personen an dem Spiel teil-
nehmen.

Jede Verteilung pendelt sich bei der Grenzverteilung ein. Sie kénnen G mit
einer beliebigen Verteilung multiplizieren, die Summe muss nur 100 ergeben:

100 w0

G 0 _ 100
3

0 100

Alle Felder sind gleich haufig besetzt.
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15.9 Grenzmatrix

Wir untersuchen wie sich bei folgender stochastischen Matrix die Grenzverteilung

einstellt:
0,5 0,2
M = < 0,5 0,8 )

1. Zeigen Sie, dass Sie M auch als Produkt schreiben konnen:

M =S8DS™!

o (0502 _ (2 1) (1 0N 1/1 1
“\os08) 5 -1 003) 7\5 -2

Wenn Sie den Leistungskurs besuchen, iiben Sie bitte auch nochmal die
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren.

2. Bestimmen Sie nun die Grenzmatrix und Grenzverteilung:

G = lim SD*S™*

n— oo

3. Gehen Sie aus von der Verteilung (1/0)*. Bestimmen Sie dann eine Funktion
fiir die x-Komponente und fiir die y-Komponente.

4. Nach wievielen Schritten ist die Differenz der x-Komponente zu der der
Grenzverteilung kleiner als 0,0017



KAPITEL 15. ARBEITSBLATTER 276

15.10 Grenzmatrix — Losung

0,5 0,2
M= ( 0,5 0,8 )
1. Zeigen Sie, dass Sie M auch als Produkt schreiben konnen:

M =SDS™!

M= 05 02\ (2 1 (10 Y
- \05 08 /) \5 —1 0 0,3 7T\H -2
2. Bestimmen Sie nun die Grenzmatrix und Grenzverteilung:

G = lim SD*S™!

n— oo

e (10
P _(o 0)

Damit ergibt sich die Grenzmatrix:

L2 2
1 rg—-1 _ —
G=Jmsvst =1 (5 3)

3. Gehen Sie aus von der Verteilung (1/0)*. Bestimmen Sie dann eine Funktion
fiir die x-Komponente und fiir die y-Komponente.

. (1 2 1 1 0o\ " 1/1 1 1
()= (5 ) (oan) 205 5)-(0)
(5 5)- (0o )5 (5)

5 —1 003 ) 7 \ 5

_1_(2 1)( 1
7 \ 5 —1 5-0,3"
_1_<2+5-0,3w>
7 \5—-5-03"

4. Nach wievielen Schritten ist die Differenz der x-Komponente zu der der
Grenzverteilung kleiner als 0,17

2 2
0,00l =(=-+4+5-0,3" | — =
o= (245.05) -2

0,001 =5-0,3"
logy 5(0,001) = 5,7

Nach 6 Schritten wird die Differenz von 0,001 unterschritten.
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15.11 Geometrische Reihe

In diesem Arbeitsblatt untersuchen wir geometrische Reihen fiir Matrizen. Ange-
nommen Sie haben folgende Summe:
(E+M+ M+ M +M...M")Z

Mit einer beliebigen Matrix M und einer beliebigen natiirlichen Zahl fiir n. Dann
stellen sich verschiedene Fragen: Kann die Klammer zusammengefaf3t werden zu
einer einzigen Matrix A? Was bedeutet dies fiir Matrizen, deren Elemente mit
zunehmender Potenz (n) gegen Null gehen?
Fiillen Sie die Liicken aus.

Zuerst einmal benennen wir die Summe:

S,=FE+M-+M?+ M+ M. . M

So =
S =
Sy =
S3 =
Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten 5,1 zu bilden:
Spp1=E+M+ M+ M + M .. .M"+M"

Sn—l—l = + Mn+1
Oder
Sp=FE+M+ M+ M +M" .. .M
- Sp=M+ M+ M+ M M
Sn—l—l =FE+ . Sn

Es gilt also folgende Gleichung;:

Sp+ M =E+ M-S,

M —FE=M-8,-S5,

M™ — F=(M—E)-S, Beachten Sie die Reihenfolge beim Ausklammern
(M —-E)"' (M —E) =85,

Wenn nun M™*! eine Matrix ist, deren Elemente bei steigender Potenz immer
kleiner werden, dann vereinfacht sich die Formel:

lim S, = (M —E)™ - (-E)
=—(M-E)"
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15.12 Geometrische Reihe — L6sung

In diesem Arbeitsblatt untersuchen wir geometrische Reihen fiir Matrizen. Ange-
nommen Sie haben folgende Summe:

(E+M+ M+ M +M...M")Z

Mit einer beliebigen Matrix M und einer beliebigen natiirlichen Zahl fiir n. Dann
stellen sich verschiedene Fragen: Kann die Klammer zusammengefaf3t werden zu
einer einzigen Matrix A? Was bedeutet dies fiir Matrizen, deren Elemente mit
zunehmender Potenz (n) gegen Null gehen?

Zuerst einmal benennen wir die Summe:

S, =FE+ M-+ M+ M +M...M"

D. h.:

So=F

S5=E+M

Sy =E+ M+ M?

Sy =FE+ M+ M?+ M3
USw.

Jetzt gibt es zwei Moglichkeiten S,,,1 zu bilden:

Spp1=E+M+M>+ M + M .. .M"+M"!
Sn

Spi1 =Sy + M
Oder
Sp=FE+M+ M+ M +M' .. M
M-S, =M-+M+M +M .. .M
Spp1i=E+M-S,

Es gilt also folgende Gleichung;:

S+ M =E+M-S,

M —E=M-S,- S5,

M — E= (M —E)-S, Beachten Sie die Reihenfolge beim Ausklammern
(M—-E)" (M —E) =85,

Wenn nun M™*! eine Matrix ist, deren Elemente bei steigender Potenz immer
kleiner werden, dann vereinfacht sich die Formel:

lim S, = (M - E)™ - (-E)
=—(M-E)"
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15.13 Spirale

Fiir dieses Arbeitsblatt benotigen Sie das Arbeitsblatt ,Geometrische Reihen®
Kapitel: I5.11] auf Seite R77.

y

11
08+
06+
04+

02+

il il il il O } } }
-1 -08-06-04-02 D 02 04 06 08 1 «x
-0.2+

04+

-0.6

-0.8+

-1+

Abbildung 15.1: Eine Spirale, die
ersten 20 Ecken sind dargestellt.

Folgende Spirale (sieche Abb. [[5.1] S. 279) soll untersucht werden:
1. Sie starten im Ursprung bei (1|0).
2. Von dort gehen Sie 1 E entlang der x-Achse bis zu (1/|0).

3. Dann drehen Sie sich um 90° nach links und gehen die Hélfte der vorher
gegangenen Wegstrecke (also 0,5E).

4. Dann drehen Sie sich um 90° nach links und gehen die Hélfte der vorher
gegangenen Wegstrecke (also 0,25 E).

Bearbeiten Sie folgende Fragen:

1. Berechnen Sie die Koordinaten der ersten fiinf Ecken der Spirale. Benennen
Sie den Ursprung mit Ey (Ecke 0). (1|0) ist dann E; (Ecke 1). Gesucht sind
also noch die Koordinaten von Fy, F5 und FEj.

2. Stellen Sie eine Matrix D auf, welche einen Vektor um 90° nach links dreht.

3. Stellen Sie eine Matrix T auf, welche die Vektorldnge halbiert.
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10.

11.

. Bestimmen Sie nun eine Matrix A, welche um 90° nach links dreht und die

Léange halbiert.
Zeigen Sie, dass D° = D gilt.
Erldutern Sie, dass aus D® = D folgt, dass lim,,_,., A" = 0 gilt.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Matrix A zuerst die Lédnge und Richtung der
letzten Seite.

Bestimmen Sie mit der Matrix A ausgehend vom Vektor v = ({) den Punkt
FE5. Drehen Sie dazu zuerst den Vektor und verschieben Sie ihn dann.

Berechnen Sie E3. Drehen Sie dazu den Vektor entsprechend und dann
verschieben Sie den Vektor um den Wert von FEj.

Bestimmen Sie die geometrische Reihe und den Grenzwert.

Bestimmen Sie die Léange der Spirale.
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15.14 Spirale — Lésung

Fiir dieses Arbeitsblatt benotigen Sie das Arbeitsblatt ,Geometrische Reihen®
Kapitel: I5.11] auf Seite R77.
Folgende Spirale (sieche Abb. [[5.1] S. 279) soll untersucht werden:

1. Sie starten im Ursprung bei (1]0).
2. Von dort gehen Sie 1 E entlang der x-Achse bis zu (1/0).

3. Dann drehen Sie sich um 90° nach links und gehen die Hélfte der vorher
gegangenen Wegstrecke (also 0,5E).

4. Dann drehen Sie sich um 90° nach links und gehen die Hélfte der vorher
gegangenen Wegstrecke (also 0,25 E).

Bearbeiten Sie folgende Fragen:

1. Berechnen Sie die Koordinaten der ersten fiinf Ecken der Spirale. Benennen
Sie den Ursprung mit Fy (Ecke 0). (1|0) ist dann E; (Ecke 1). Gesucht sind
also noch die Koordinaten von Fy, F5 und FEj.

(a) Ey: Die Linge der Seite ist 0,5 E lang. Da Sie um 90 grad nach oben
drehen, und dann 0,5 E lang gehen landen Sie bei dem Punkt (1]0,5).

(b) Ej5: Die Léange der Seite ist 0,25 E lang. Da Sie erneut um 90 grad nach
links drehen, gehen Sie jetzt auf die y-Achse zu. F3 ist an dem Punkt
(0,75(0,5).

(c) Ey ist der Punkt: (0,75/0,375)

2. Stellen Sie eine Matrix D auf, welche einen Vektor um 90° nach links dreht.

p=(1 )

3. Stellen Sie eine Matrix T" auf, welche die Vektorldnge halbiert.

05 0\ 1 /10
T‘(o 0,5)‘5(0 1)

4. Bestimmen Sie nun eine Matrix A, welche um 90° nach links dreht und die

Lange halbiert.
0 -1 1 /0 —1
A_DT_(1 0)‘5(1 o)
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10.

Zeigen Sie, dass D° = D gilt.

(0 -1 s (-1 0 4 _ 22 (10 5 (0 —1
D_<1 O)D_(O —1)D—DD_()1 D_l 0
Sie kénnen natiirlich auch so argumentieren, dass D* eine Drehung um 360°

bedeutet. Dies verdandert keinen Vektor.

Erldutern Sie, dass aus D® = D folgt, dass lim,,_,., A" = 0 gilt.

L0 =1\ 5 1[0 -1\ 0 1 (0 -1
A_§<1 O)A_§<1 O)A 210 \1 0

usw. Die Elemente der Matrix werden bei zunehmender Potenz immer klei-
ner. Der Grenzwert ist die Null-Matrix.

Bestimmen Sie mit Hilfe der Matrix A zuerst die Lédnge und Richtung der
letzten Seite.

Bestimmen Sie mit der Matrix A ausgehend vom Vektor ¢ = (}) den Punkt
FE5. Drehen Sie dazu zuerst den Vektor und verschieben Sie ihn dann.

Ey=A-U1+0=(A+FE)-v

Berechnen Sie E3. Drehen Sie dazu den Vektor entsprechend und dann
verschieben Sie den Vektor um den Wert von FEj.

Sie miissen ja jetzt zweimal drehen:
E3=A* U+ Ey=A" 0+ A - 0+0=(A"+A+E)- ¥
Bestimmen Sie die geometrische Reihe und den Grenzwert.
FE,, bestimmt sich dann wie folgt:
E,=(E+A+.. A" Yy
Die geometrische Reihe sei abgekiirzt mit:
G=E+A+.. A"

Da dies eine geometrische Reihe ist ergibt sich:

G=(A-E)" (A" - E)

Beachten Sie, dass wir hier nur bis n — 1 addieren. Eins mehr als n — 1 ist
dann n.
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Wie oben gezeigt ist der Grenzwert von lim,,_,., A” = 0. Damit vereinfacht
sich die Formel im Grenzwert.

lim G = —(A—-E)™!

n— oo

-1 —05
A-B= <0,5 -1 )

o 1 -1 0,5
(A-E)" = (=1)-(=1)=0,5- (—0,5) (—0>5 —1)

11 _ 4 _ .
Da 1725—%—5—0,8 ist:

o -1 05\ (08 04
(A-E)" =08 (—0,5 —0,8)_(—0,4 ~0,8

(08 —04
Jim G =—(A-E) _(0,4 0,8

Der Punkt auf den die Spirale zulduft, bestimmt sich aus der Multiplikation

von G mit v
. L (08 —04) (1) (08
A By =G o= <o,4 0,8 ) (0) - (0,4)

11. Die Lénge der Spirale ist die Summe der einzelnen Wegstrecken:

1+ ! + ! + ! +
2 4 8
Sie konnen dies mit einer geometrischen Reihe 16sen. Sie konnen sich aber
auch klar machen, dass die fehlende Lange bis zur 2 immer halbiert wird.

Und damit die Grenze 2 ist. Also ist die Wegldnge 2.

Mit der geometrischen Reihe:

_1
173
(3)" -1
S, = 21_1
2
—1
lim:(?)
Nn—00 5—1
) —1
Jim = —
2
lim =2
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Ubersicht

16.1 Beispiele

16.1.1 Beispiel 1

1. Die Inverse

2 —
A:<1 8

)

Die Matrix wird nun nach dem Gaufiverfahren auf eine Diagonalform ge-
bracht und eine Einheitsmatrix wird entsprechend umgeformt:

)

I1=2-11-1

)

I=3-1+11

o 2)

1=1/6
11 =11/24

o)
o)

(

/3 1/3
—1/24 2/24

1 8 8
24 -1 2

284

)
)

Prifsumme
-5
10
-5
2-10+5=25

3. (=5)+25 =10

25
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2. Die Eigenwerte und -vektoren
(A= AE)Z=0
Ist erfiillt fir © # 0, wenn det(A) = 0.

(2=XN(8—=X)—1-(—8) =0
16 — 10X+ X +8=0

A — 10N +24=0

A =4

Ao =6

e Zum Eigenvektor A =4

(A—4E) = <_12 _48)

L (4
T
e Zum Eigenvektor A = 6

(A—6E) = (‘14 _28)
()

3. Die Determinante

oder
det(A)=2-8—1-(-8)=24

Spur(A) =24+8=10=X\ + o =4+6

5. Probe:
Die Eigenvektoren als Spaltenvektoren der Matrix S:

4 2
(54

—1 /-1 =2
_1__
53 (1 4)

e (40
S AS-(O 6)



KAPITEL 16. UBERSICHT 286

16.2 Stochastische Matrizen

Eine stochastische Matrix ist quadratisch und die einzelnen Werte sind zwischen
0 und 1, einschlieflich, also: 0 < m;; < 1). Die Summen der Spalten sind alle 1
(oder die Summe der Zeilen — aber dann muss der folgende Text entsprechend
gedndert werden).

Daraus ergeben sich folgende Eigenschaften fiir eine stochastische Matrix M:

1. Es existiert immer mindestens ein Eigenwert mit \; = 1.
Es gibt also immer eine stationédre Verteilung. D. h. es gibt immer einen
Vektor & mit: M¥ = 7.

2. Sei 7 ein Vektor mit Spaltensumme a, dann hat auch M7 die Spaltensumme
a.
(Somit bleibt die Gesamtmenge immer erhalten.)

3. Eine stochastiche Matrix hat eine Grenzmatrix, wenn der Eigenwert 1 nur
einmal vorkommt:
lim M" =G

n—oo

4. Die Eigenvektoren zu Eigenwerten ungleich eins haben die Spaltensumme
0.

5. Wenn der Eigenwert 1 nur einmal vorkommt, dann ist der Grenzzustand
unabhéngig vom Anfangszustand. Fiir die Grenzmatrix G gilt, bei beliebi-
gen Vektor 7: G¥ = g, wobei ¢ die Grenzverteilung ist.

Es ist also egal, mit welcher Ausgangsverteilung man startet, man landet
immer bei dieser speziellen Grenzverteilung (wenn der Eigenwert 1 nur ein-
mal vorkommt!).

Jede Spalte der Grenzmatrix ist identisch zu den anderen. D. h. in jeder
Zeile steht immer nur eine Zahlﬂ Die Spalten der Grenzmatrix sind dann
ein Vielfaches des Eigenvektors zum Eigenwert 1.

6. S ist die Matrix, die sich durch das zusammenfiigen der Eigenvektoren von
M ergibt. D ist eine Diagonalmatrix, mit den entsprechenden Eigenwerten
auf der Diagonalen. Dann gilt, wenn jeder Eigenwert nur einmal vorkommt:

M = SDS™!

G = lim SD"S™!

n— o0

! Kommt der Eigenwert 1 mehrfach vor, so ist der Grenzustand abhéingig vom Anfangszu-
stand. Dann sieht die Grenzmatrix auch anders aus.



KAPITEL 16. UBERSICHT 287

16.3 Projektionsmatrix

1.
2.

P?=Pp
det(P) =0
Die Eigenvektoren bilden die Projektionsebene. Die Eigenwerte von P sind

alle eins fiir die Eigenvektoren der Projektionsebene. Die anderen Eigen-
werte sind null.

Eine Projektionsmatrix hat keine Inverse.

Wenn die Projektionsmatrix auf eine Gerade projeziert, gilt Spur(P)=1.
wenn die Projektionsmatrix auf eine Ebene projeziert, gilt Spur(P) = 2.
(Die Umkehrung gilt nicht, sonst wiirde die Einheitsmatrix auf eine Ebene
projezieren.)
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16.4 Drehungen

1. Die Drehung ist ldngentreu. Der gedrehte Vektor @ ist gleichlang wie der
urspriingliche Vektor Z. Das heifit:

Mz =d |7 =]|d|
Z ist ein beliebiger Vektor und @ sein Bildvektor.

lz| =\/x3+ 23+ ... Ja|=y/aF+dd+ ..

2. Fiir die Determinante gilt:
det(M) =1

3. Die Matrix M ist orthogonal:
MT — M—l
4. Wenn det(M) =1 und MT = M~! gilt, ist M eine Drehmatrix

Vergleichen Sie auch Spiegelungen: Kap. [16.5
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16.5 Spiegelungen

Eine Spiegelung findet im 2-dim Raum an einer Gerade statt, im 3-dim an einer
Ebene.
Eine Spiegelmatrix hat immer folgende Figenschaften:

1. Die Abbildung ist langentreu. Der gespiegelte Vektor @ ist gleich lang wie
der urspriingliche Vektor #. Das heif3t:

Mz =ad |7 =]|d|
Z ist ein beliebiger Vektor und @ sein Bildvektor.

x| =2t +a3+ ... |a|=y/a?+ai+ ..

2. Fiir die Determinante gilt:

det(M) = —1

3. Die Matrix M ist orthogonal:

MT — M—l

4. Bei der Spiegelung an einer Geraden liegt ein Eigenvektor auf der Geraden,
bei der Spiegelung an einer Ebene liegen zwei Eigenvektoren in der Ebene
alle jeweils mit dem Eigenwert 1.

5. Bei der Spiegelung an einer Geraden (im 2-dim!) ist der weitere Eigenvektor
senkrecht zur Geraden und hat den Eigenwert -1.
Bei der Spiegelung an einer Ebene (im 3-dim.) ist ein Eigenvektor senkrecht
zur Ebene und hat den Eigenwert -1.

6. Die Fixgerade bei einer Spiegelung (im 2-dim) ist gerade die Spiegelachse.
Bzw. ein Vielfaches vom Eigenvektor mit dem Eigenwert 1.

7. Bei einer Punktspiegelung gibt es keine Fixgerade sondern nur einen Fix-
punkt.

Vergleichen Sie auch Drehungen: Kap. [[6.4]
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16.6 Determinante

M sei eine n X n-Matrix.

1.

2.

10.

Fiir n = 2 gilt: det(M) = [(28)| = ad — be
det(M) #

(a) Ein Gleichungssystem mit dieser Matrix hat genau eine Losung.

(b) Man kann die Inverse (M ~1) zu dieser Matrix bilden.

(a) Ein Gleichungssystem mit dieser Matrix hat mehrere Losungen.

(

)

)
det(M) =
)
(b) Wenn M den Rang 2 hat, werden alle Vektoren # durch die Multipli-

kation mit M (die Abbildung durch M) in eine Ebene abgebildet

(¢) Wenn M den Rang 1 hat, werden alle Vektoren Z durch die Multipli-
kation mit M (die Abbildung durch M) auf eine Gerade abgebildet.

o det(M)=1und MT = M~ bzw MM™ = E.

M beschreibt eine Drehung.

det(M) = -1 und MT = M~ bzw MM?* = E.
M beschreibt eine Spiegelung.

Bei einer Dreiecksmatrix entspricht die Determinante dem Produkt der Dia-
gonalelemente.

Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante:
AL Ay A, = det(M)

det(A - B) = det(A) - det(B)

1
det(A)

det(A™1) =

A ist eine n x n-Matrix. k sei eine Zahl. Dann gilt:
det(k- A) = k™ - det(A)

2 Das ist nicht mit einer Projektionsmatrix zu verwechseln! Bei einer Projektionsmatrix wird
entlang eines Vektors auf die Ebene abgebildet. Das muss aber nicht immer entlang des Vektors
auf eine Ebene abgebildet werden.
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16.7 Spur

Die Spur einer Matrix ist die Summe der Diagonalelemente (von links oben nach
rechts unten).

2 3 4
M=|5 7 11|, Spw(M)=2+4+T7+8=17
1 17 8

e A sei eine (nxn)-Matrix. \; seien die Eigenwerte. Dann gilt:
Spur(A) =X\ +...+ A\,
Insbesondere gilt fiir eine (2 x 2)-Matrix:

Spur(A) = A\ + Ao

Wenn A und S zwei (nxn)-Matrizen sind, S invertierbar, dann gilt:

Spur(SAS™!) = Spur(A)

Wenn A und B zwei (nxn)-Matrizen sind, dann gilt:
Spur(AB) = Spur(BA)

und
Spur(A + B) = Spur(A) + Spur(B)

P sei eine (n x n)-Matrix mit P* = 0 fiir einen beliebigen Exponenten
k € IN. Dann ist die Spur von P auch null.

Eine Projektionsmatrix, die auf eine Ebene projeziert, hat die Spur 2.
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16.8 Eigenwerte
1. Die Gleichung zur Bestimmung der Eigenwerte ist:
det(A—AE) =0
Diese Gleichung nennt man die charakteristische Gleichung.

2. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

3. Eine Stochastische Matrix (Summe der Spaltenelemente ist jeweils 1 oder
Summe der Zeilenelemente ist jeweils 1) hat immer mindestens einen Ei-
genwert 1.

Die anderen Eigenwerte sind zwischen 0 und 1 (einschlieflich).
4. Wenn die Determinante einer Matrix null ist, dann ist mindestens ein Ei-

genwert null. Und umgekehrt: Wenn ein Eigenwert null ist, dann ist auch
die Determinante null.

5. Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante:

AL Ao Ay = det(M)

6. Die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur der Matrix.
7. Die Eigenvektoren einer Matrix bleiben erhalten, wenn Sie ein Vielfaches
der Matrix haben.

Die Eigenvektoren von M und k - M, k € R sind gleich. Wenn \; die
Eigenwerte von M sind, dann sind k - \; die Eigenwerte von k - M. Mann
muss also die Eigenvektoren alle mit & multiplizieren.

Beispiel:
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16.9 Begriffe

Betrag Der Betrag eines Vektors oder seine Léange wird berechnet mit Hilfe des
Satzes von Pythagoras:

6
i= |2

3
G = V62 +22+33=V36+4+9=V49=7

Bildvektor Eine Abbildung a:

7' ist das Bild des Vektors Z.

Bei einem Schattenwurf durch der Sonne wird z.B. der Turmspitze ein
Schattenbild zugeordnet. Die Schattenspitze ist dann der Bildpunkt der
Turmspitze.

Der Bildvektor wird mit einem kleinen Strich gekennzeichnet, wie z.B.: Z’.

Eigenvektor Ein Eigenvektor einer Matrix ist ein Vektor, dessen Bildvektor
dieselbe Richtung hat wie der Vektor. Also:

M-v=\
A ist dann der Eigenwert.

Fixgerade Jeder Punkt der Geraden wird durch die affine Abbildung wieder
auf die Gerade abgebildet. In der Regel sind Ursprungspunkt und Bildpunkt
nicht identisch. Jeder Punkt der Fixgeraden kann als Eigenvektor angesehen
werden. Der dazugehorige Eigenwert A ist nicht notwendigerweise 1.

Fixpunkt Ein Punkt, der durch eine Abbildung auf sich selbst abgebildet wird.
Drehungen haben z.B. nur einen Fixpunkt, ndmlich den Ursprung.

Fixpunktgerade Jeder Punkt der Geraden wird durch die affine Abbildung auf
sich selbst abgebildet. Jeder Punkt der Fixpunktgeraden kann als Eigen-
vektor angesehen werden. Der dazugehorige Eigenwert \ ist 1.

Fixvektor Ein Fixvektor einer Matrix ist ein Eigenvektor der Matrix mit dem

Figenwert 1:
M-v=v

Eine Projektionsmatrix auf einer Ebene hat zwei Fixvektoren, eine stocha-
stische Matrix hat immer mindestens einen Fixvektor.
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Projektionsvektor Die Sonne bildet Schatten. Die Lichtstrahlen laufen alle
parallel entlang einer bestimmten Richtung. Dies ist die Projektionsrich-
tung. Ein Vektor, der dieselbe Richtung wie die Lichtstrahlen hat, ist ein
Projektionsvektor.

Skalarprodukt Das Skalarprodukt zweier Vektoren kann benutzt werden, um
den Winkel zwischen diesen zu bestimmen:

. ay by -
a-b=1\|ax | -|b]| =ar-by+ax-by+as-bs=cos(y)-l|dl-|b
as bg

Spur Die Spur der Matrix ist die Summe der Diagonalelemente:

1
M=13
2

NN
Ut & Ot

Spur(M)=1+4+5=10

Transponierte Die Transponierte einer Matrix wird als die Matrix mit einem
T im Exponenten geschriebenﬁ Die Transponierte entsteht durch Spiegeln
der Matrixelemente an der Diagonalen der Matrix:

(102 + (13
o) )

Die Transponierte eines Vektors formt einen Zeilenvektor in einen Spalten-
vektor um und umgekehrt:

3 In anderen Biichern werden Ihnen auch andere Schreibweisen begegnen: ‘M, M*. Doch in
diesem Skript wird die Potenz und die Transponierte durch die Wahl des Fonts unterschieden:
M! = M --- M und die Transponierte: MT.

——

t malM
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16.10 Merksatze

1. Ein Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung, wenn die Determinante
der zugehorigen Matrix ungleich null ist.

2. Man kann die Inverse zu einer Matrix nur dann bilden, wenn die Determi-
nante ungleich null ist.

3. Will man eine Inverse errechnen, so schreibt man die Matrix auf und dane-
ben die Einheitsmatrix. Die linke Seite 16st man nach der Einheitsmatrix
auf.



Kapitel 17

Fragen

In diesem Abschnitt sind mogliche Fragen (und Antworten) zu einer miindlichen
Priifung gesammelt. Dieser Fragenkatalog ist natiirlich nicht erschépfend. Sie soll-
ten sich dariiberhinaus mit den Aufgaben der iibrigen Kapitel auseinandersetzen
und natiirlich mit dem Kapitel Ubersicht [I6] Seite

In diesem Kapitel finden Sie hauptséchlich solche Fragen, die den gesamten
Stoff betreffen und eher fiir ein miindliches Gesrpéch geeignet sind.

Die Fragen sind zwar nach Grund- und Leistungskurs getrennt aber die Grund-
kursfragen sollte jeder beantworten konnen. Manchmal gibt es dieselben Fragen
im Grundkurskapitel wie im Leistungskurskapitel aber natiirlich mit unterschied-
lichen Antworten.

Eine Priifung wird niemals ein solches Frage- und Antwortspiel bzw. ein Quiz
sein. Sondern in der Regel werden Sie ein Problem gemeinsam also im Gespréich
mit dem Priifer 16sen. Wie Sie dann an das Problem herangehen und wie Sie
die Anregungen des Priifers aufnehmen wird dann ebenfalls zu Threm gezeigten
Wissen die Giite Threr Beitrdge ausmachen.

296
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17.1 Grundkurs: Fragen

Aufgabe 17.1
Was ist bei der Matrixmultiplikation zu beachten?
(Losung siehe Seite 299]).

Aufgabe 17.2
Wie stellt man zu linearen Abbildungen eine Matrix auf?
(Losung siehe Seite 299]).

Aufgabe 17.3
Nennen Sie die Besonderheiten einer stochastischen Matrix.
(Losung siehe Seite 299]).

Aufgabe 17.4
Sie haben eine Drehmatrix D. S sei eine Matrix welche eine Streckung beschreibt
und 7' eine Matrix, die durch hinzufiigen einer Dimension eine Translation voll-
zieht. @ sei ein beliebiger Vektor.

Beschreiben Sie den folgenden Vorgang:

TDSa

(Losung siehe Seite B00).

Aufgabe 17.5
Was beschreiben Matrizen?
(Losung siehe Seite B00).

Aufgabe 17.6
Geben Sie grundlegende geometrische Operationen an, die man mit Matrizen
beschreiben kann.

(Losung siehe Seite B00).
Aufgabe 17.7

Geben Sie die inverse Matrix an:
1 4
v=(% )
(Losung siehe Seite BOT).
Aufgabe 17.8
Stellen Sie zwei Abbildungsmatrizen fiir den dreidimensionalen Raum auf.
1. Drehen um die x-Achse mit einem 90°Winkel.

2. Drehen um die z-Achse mit einem 90°Winkel.

Die Drehrichtung soll von vorne (also auf den Koordinatenpfeil gesehen) gegen
den Uhrzeigersinn sein.



KAPITEL 17. FRAGEN 298

Zeigen Sie mit den Matrizen und dem Vektor (é), dass es bei der Matrix-

multiplikation auf die Reihenfolge ankommt.
(Losung siehe Seite BOT).

Aufgabe 17.9
Geben Sie eine Multiplikation an, bei der im Ergebnisvektor die Zeilensumme der
Matrix M steht.

M =

ES TS
oo Ut DN
O© O W

(Losung siehe Seite B02).

Aufgabe 17.10
Geben Sie eine Multiplikation an, bei der im Ergebnisvektor die Spaltensumme
der Matrix M steht.

M =

SN
co Ot DN
O O W

(Losung siehe Seite B302]).

Aufgabe 17.11
Geben Sie an, wie man durch Multiplikation die Summe aller Werte der Matrix
M ermittelt.

1
M= |4
7

co Ot N
O O W

(Losung siehe Seite 302]).

Aufgabe 17.12
Wie verdndert sich die Losung des Gleichungssystems bei der Multiplikation mit
einer Permutationsmatrix?

Mi=1b
PMZ =?

(Losung siehe Seite B02).

Aufgabe 17.13
Benennen Sie die affinen Abbildungen der Ebene der Form:

a2 =Mz

(Losung siehe Seite B02).
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17.2 Grundkurs: Antworten zu den Fragen

Zu Aufgabe: I7.1]
Bei der Multiplikation zweier Matrizen miissen Sie zwei Dinge beachten:

1. AB ist in den meisten Fillen nicht identisch mit BA.

2. Wenn Sie das Produkt der beiden Matrizen A und B bilden: AB, dann
muss die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B sein.

Sie konnen das Produkt von AB bilden, aber nicht von AC"
1 2
1 2 3 1 2 3
A_<301> = 0_<201>

Folgende Produkte konnen gebildet werden: AB, BC, CB. Insbesondere
konnen Sie nicht: AA berechnen, das geht nur mit einer quadratischen Ma-
trix: M, «n.

Zu Aufgabe:
Um zu einer linearen Abbildung eine Matrix aufzustellen, haben Sie verschiedene
Moglichkeiten.

Wenn es sich um eine Abbildung von folgendem Typ handelt:

a:7'=M7
M ist eine (n x n)-Matrix.

1. Wenn Sie die Bilder der Einheitsvektoren kennen, dann konnen Sie die
Matrix direkt aufschreiben, weil die Spaltenvektoren der Matrix gerade die
Bilder der Einheitsvektoren sind

2. Sonst bendtigen Sie so viele (beliebige) Ubergénge wie die Dimension von
M ist. Also n Ubergénge.

Wenn es sich um eine Abbildung von folgendem Typ handelt:
B:2 =M7+0

dann benétigen Sie n + 1 Uberginge.

Zu Aufgabe: 17.3
Eine Matrix ist eine stochastische Matrix, wenn die Spaltensumme immer eins
ist. Daraus ergibt sich:

1. Es existiert immer eine stationédre Losung:

Mz =x
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2. Es existiert oftmals eine Grenzmatrix G:

G = lim M"

n—oo

0 1
=1 o)
existiert keine Grenzmatrix.

s .~ (10
we=e=(; )

3 ., (01
=0}

3. Wenn Sie die Matrix mit einem Vektor @ multiplizieren, erhalten Sie das
Bild: @’. Die Spaltensumme der beiden Vektoren @ und @’ ist gleich.

,Die Anzahl der Kunden dndert sich nicht.“

Jedoch bei

Zu Aufgabe: 17.4]

TDSa

Der Vektor wird zuerst gestreckt, dann gedreht und anschlieBend verschoben.

Zu Aufgabe:
Matrizen beschreiben lineare Abbildungen.
Geometrisch gesehen gelten folgende Regeln:

e Geraden bleiben Geraden.

e Dreiecke bleiben Dreiecke.

e Kreise werden auf Ellipsen abgebildet und umgekehrt.
e Parallele Geraden bleiben parallel.

Zu Aufgabe:
Matrizen kénnen u. a. folgende Abbildungen beschreiben:

1. Streckung
2. Drehung
3. Spiegelung (an einer Geraden, Ebene)

4. Scherung
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Eine Translation (Verschiebung) kann mit Matrizen nur realisiert werden, wenn
man eine zusétzliche Hilfsdimension einrichtet.

Zu Aufgabe: 17.7

Ml 1 5 —4\ _ 1 /(5 —4
det(M) \3 1 17\3 1
Zu Aufgabe: 17.8

Drehen um 90°um die x-Achse: Die Drehrichtung soll von vorne (also auf
den Koordinatenpfeil gesehen) gegen den Uhrzeigersinn sein.

1 1 0 0 0 0
0] — (0 1] =10 0] — | —1
0 0 0 1 1 0

Drehen um 90°um die z-Achse: Die Drehrichtung soll von vorne (also auf
den Koordinatenpfeil gesehen) gegen den Uhrzeigersinn sein.

1 0 0 -1 0 0
0] — |1 11—120 0] — 10
0 0 0 0 1 1
1 0 0 0 -1 0
D,=10 0 -1 D,=11 0 0
01 0 0 0 1
1 1 0 0 0 -1 0 1
D,-D,{1|=(00 —=1|-11 0 0] [1
0 01 0 0O 0 1 0
1 0 0 1
=10 0 -1} (1
01 0 0
-1
=10
1
1 0 -1 0 1 0 0 1
D,-D,[{1|=(1 0 0 00 -1 11
0 0 0 1 01 0 0
0 -1 0 1
=1 0 O 0
0 0 1 1
0
=11
1
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Zu Aufgabe: [17.9
Die Multiplikation von rechts mit dem Vektor

1
1
1
ergibt die Spaltensumme:
1 2 3 1 6
4 5 6 11 =115
78 9 1 24

Zu Aufgabe:
Die Multiplikation von links mit dem Vektor

(1 1 1)
ergibt die Spaltensumme:
1 2 3
(11 1)-{45 6]=(12 15 18)
789
Zu Aufgabe: IT7.11]
123 1 6
(1 11)-{456 1]=(111)-(15] =45
78 9 1 24

Zu Aufgabe: [17.12
Sie miissen die Losung ebenfalls mit der Permutationsmatrix multiplizieren. Denn
durch die Multiplikation von P tauschen Sie ja nur die Zeilen:

PM =M’

M’ hat die Zeilen getauscht, also muss dies auch bei dem Losungsvektor gesche-
hen: .
PMz = Pb
Zu Aufgabe:
Diese affinen Abbildungen haben den Fixpunkt 0. Diese affinen Abbildungen

lassen sich durch die Anzahl der (reellen) Eigenwerte characterisieren.
1. Affindrehung: Die Matrix enthélt keine Eigenwerte.

2. Streckscherung: Die Matrix enthélt nur einen Eigenwert. Das heifit, dass das
characteristische Polynom nur eine Losung hat (es entspricht der 1. oder 2.
binomischen Formel).
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(a) Nur ein Eigenvektor: Die Abbildung ist eine Scherung. Die Matrix hat

also die Form:
a b
0 a

(b) Zwei Eigenvektoren: Die Abbildung ist eine zentrische Streckung. Die
Matrix hat also die Form:
a 0
0 a

3. Euler-Affinitdt: Die Matrix enthélt zwei Eigenwerte.
Sonderfallt:

(a) Ay = 1: Parallelstreckung.
(b) A1 = 1 und Ay = —1: Schrigspiegelung.



KAPITEL 17. FRAGEN 304

17.3 Leistungskurs: Fragen

Aufgabe 17.14
Nennen Sie Groflen, die eine Matrix beschreiben.
(Losung siehe Seite [307)).
Aufgabe 17.15
Sie haben ein Quadrat (mit den Ecken: A, B, C, D). T" sei eine Translationsma-
trix (durch Hinzufiigen einer Dimension), welche den Punkt A auf den Ursprung
verschiebt. D ist eine Drehmatrix.
Beschreiben Sie folgenden Vorgang:

T-'DTb

(Losung siehe Seite B0S]).

Aufgabe 17.16

Geben Sie Beispiele an, wozu Sie Eigenwerte und Eigenvektoren benotigen.
(Losung siehe Seite B0S]).

Aufgabe 17.17

Beschreiben Sie die Vorgehensweise beim Spiegeln an einer beliebigen Geraden in
einer Ebene.

(Losung siehe Seite B0S]).

Aufgabe 17.18
Bestimmen Sie die Determinante, Figenwerte und Eigenvektoren der Matrix.

o o
o W ot
=)

(Losung siehe Seite B0S).

Aufgabe 17.19
Gegeben ist folgende Matrix:

04 0,2
M= (0,6 0,8)
Benennen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren.
Angenommen M sei die Ubergangsmatrix der Kunden, Atome etc. Erldutern

Sie, welche Bedeutung die beiden Eigenwerte und Eigenvektoren dann haben.
(Losung siehe Seite B10]).

Aufgabe 17.20
Wie wird das Volumen geéndert bei einer

1. Scherung
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2. Translation
3. Drehung
4. Streckung

(Losung siehe Seite BT0]).

Aufgabe 17.21
Bestimmen Sie die Grenzmatrix von M und damit dann (also umgekehrt zum
normalen Verfahren) die stationére Losung.

02 04 0
M=1[07 05 0
0,1 0,1 1

(Losung siehe Seite BTT]).

Aufgabe 17.22
Die Drehmatrix um den Winkel o gegen den Uhrzeigersinn ist im zweidimensio-

nalen gegeben durch:
D _ cos(a) —sin(a)
¢ \sin(a)  cos(a)

Ermitteln Sie den Bildvektor von () nach der Drehung um den Winkel o und
anschlieBend um den Winkel . Bestimmen Sie den Bildvektor ein zweites Mal
durch Drehen um den Winkel o + (.

Vergleichen Sie die erhaltenen Ergebnisse und ermitteln Sie damit die Addi-
tionstheoreme.
(Losung siehe Seite BTT]).

Aufgabe 17.23

Warum ist es sinnvoll beim Gaufverfahren mit gemeinsamen Teiler zu arbeiten,
nur durch einen der ganzen Zeile gemeinsamen Teiler zu teilen und dann am
Schluss zum Erzeugen der Einheitsmatrix die einzelnen Zeilen durch den Wert,
der auf der einzelnen Hauptdiagonalen steht, zu teilen?

(Losung siehe Seite B12]).

Aufgabe 17.24

Begriinden Sie kurz, warum eine stochastische Matrix immer einen Eigenwert mit
A =1 besitzt.

(Losung siehe Seite B12]).

Aufgabe 17.25

Bei einer bi-stochastische Matrix oder doppelt stoachstische Matrix ist nicht nur
die Spaltensumme immer gleich eins sondern auch die Zeilensumme.
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Begriinden Sie kurz, warum eine doppelt stochastische Matrix M,,, immer
folgenden Eigenvektor der Dimension n bestizt.

(Losung siehe Seite B12]).

Aufgabe 17.26
Bestimmen Sie die Anzahl der Fixpunkte einer Permutationsmatrix.
(Losung siehe Seite BT3]).
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17.4 Leistungskurs: Antworten zu den Fragen

Zu Aufgabe: I7.14
Wichtige Kenngrofien einer Matrix sind:

1.
2.

Determinante
Rang
Figenwerte
Eigenvektoren

Spur

. Wenn det(M) # 0 gilt, dann hat jedes Gleichungssystem mit dieser Matrix

eine eindeutige Losung.

Der Wert der Determinante: det(/), ist das Volumen des Objekts, welches
durch die Spaltenvektoren aufgespannt wird

Das Produkt der Eigenwerte ist gleich der Determinante.

. Wenn der Rang der Matrix (M, «,) wiederum n ist, dann ist die Determi-

nante ungleich null. Geometrisch gesehen ist der Losungsraum eines Glei-
chungssystems mit der Matrix M ein Punkt (0-dimensional), wenn der Rang
n ist, eine Gerade (1-dimensional), wenn der Rang der Matrix M n — 1 be-
tragt und eine Ebene, wenn der Rang der Matrix M n — 2 betragt.

Wenn der Rang der Matrix M, «, nicht n ist, kann ein zugehoriges Glei-
chungssystem auch keine Losung haben.

Eigenwerte A erfiillen die characteristische Gleichung:
Mv =\

Wenn ein Eigenwert 1 ist, dann gibt es eine stationdre Losung:
Mv=v

Mit Hilfe der Eigenwerte und Eigenvektoren kann die Matrix geschrieben
werden:

M =S8DS™!

S ist eine Matrix deren Spalten aus den Eigenvektoren besteht. D ist eine
Matrix auf deren Hauptdiagonalen die zugehorigen Eigenwerte stehen.

Fiir quadratische Matrizen (M,,«,) gilt:

(a) Das Produkt der Eigenwerte ist die Determinante
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(b) Die Summe der Eigenwerte ergibt die Spur der Matrix
4. Die Eigenvektoren (7) erfiillen die characteristische Gleichung:

My = \v

5. Die Spur der Matrix M,,,, ist die Summe der Elemente der Hauptdiagona-
len. Die Summe der Eigenwerte ist gleich der Spur der Matrix.

Zu Aufgabe:
Der Punkt B wird zuerst um den Vektor @ verschoben. Wenn Sie das gesamte
Quadrat verschieben, dann liegt die Ecke A jetzt im Ursprung. Dann wird das
Quadrat, bzw. der Punkt B gedreht. AnschlieBend wird durch 7! der Punkt
zuriick verschoben.

Letztendlich wird das Quadrat um den Punkt A gedreht.

Zu Aufgabe:
Wenn Sie an einer beliebigen Gerade spiegeln wollen, kennen Sie die Eigenwerte
(1, -1) und die Eigenvektoren (Richtungsvektor der Gerade und ein senkrechter
Vektor dazu). Damit kénnen Sie mit Hilfe der Regel M = SDS™! die Spiegelma-
trix aufstellen.

Wenn Sie die stationdre Losung suchen, suchen Sie den Eigenvektor zum Ei-
genwert A = 1.

Zu Aufgabe: IT7.17
Da es sich um ein 2-dimensionales Problem handelt, ist eine 2-dimensionale Ab-
bildungsmatrix gesucht.

Zwei Eigenvektoren sind sofort klar:

1. Der Richtungsvektor der Geraden. Der Eigenwert betrigt 1.

2. Die Senkrechte zum Richtungsvektor der Geraden. Der Eigenwert betréigt
-1.

Die Matrix kann dann gebildet werden mit Hilfe der Regel:
M = SDS™

M ist die gesuchte Matrix. S enthilt als Spaltenvektoren die Eigenvektoren. D
besteht nur aus Nullen und auf der Hauptdiagonalen stehen in entsprechender
Reihenfolge die Eigenwerte.

Zu Aufgabe: IT7.18
Da es sich um eine obere Dreiecksmatrix handelt, ist die Determinante das Pro-
dukt der Elemente der Hauptdiagonalen:

det(M) =2-3-4=24

Die Eigenwerte sind ebenfalls die Werte der Elemente der Hauptdiagonalen.
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1. A\ =2
05 6
(M—-2E)=|(0 1 7|Z=0
00 2
Ein Eigenvektor ist dann:
1
=10
0
2. )\2 = 3
-1 5 6
(M-3E)=( 0 0 7|Z=0
0 01
Ein Eigenvektor ist dann:
5
0
3. A3=4
-2 5 6
(M—4E)=| 0 -1 7]|Z=0
0 0 0
Ein Eigenvektor ist dann:
41
2
ﬁgl == 7
1

Betrachten Sie zuerst die zweite Zeile. Diese muss null ergeben, also wihlen
Sie y = 7 und z = 1. Dann betrachten Sie die erste Zeile. Diese muss
ebenfalls null ergeben:

2.2 45-T+6-1=0

—2r+354+6=0
—2xr+4+41=0
41 = 2z
41
5 =2
Oder ohne Briiche:
41
vy = | 14
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Zu Aufgabe:

0,4 0,2
M= (0,6 0,8)
Die Spur der Matrix ist 1,2. Dies ist aber auch die Summe der Eigenwerte. Da
ein Eigenwert 1 ist, ist der andere Eigenwert 0,2. Die Eigenvektoren sind dann:

)\1 =1 vV = (;)) )\2 == 0,2 Vy = (_11)

Der Eigenvektor zum Eigenwert eins ist die stationédre Losung. Die Spalten
der Grenzmatrix bestehen gerade aus diesem Eigenvektor.

Der zweite Eigenvektor spielt keine Rolle, weil dessen Summe der Elemente
null ergibt. Negative Kunden, Atome etc. gibt es schliefllich nicht.

Zu Aufgabe: [17.20
Die Beispiele beziehen sich auf den zweidimensionalen Raum:

((1) tanl(a))

Die Determinante ist bei einer Schermatrix immer eins. Also bleibt das
Volumen (oder die Fldche) erhalten.

1. Scherungsmatrix:

2. Translationsmatrix mit ergénzter Dimension:
10 2
010
00 1

Die Determinante ist bei einer Translationsmatrix immer eins. Also bleibt
das Volumen (oder die Fliche) erhalten.

3. Drehmatrix:
(cos(a) —sin(a))

sin(a)  cos(«)

Die Determinante ist bei einer Drehmatrix immer eins. Also bleibt das Vo-
lumen (oder die Fldche) erhalten.

(0 1)

Die Determinante ist bei einer Streckmatrix k™. n ist die Dimension oder
Spalten- bzw. Zeilenzahl. Also wird das Volumen (oder die Flache) um den
Faktor k£™ vergrofiert.

4. Streckmatrix um den Faktor k:
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Zu Aufgabe: 17.21]

02 04 0
M=1|(07 05 0
01 01 1

M ist eine stochastische Matrix. Wer einmal im dritten Zustand landet, kommt
von da nicht mehr weg. Es gibt also keinen Ubergang vom 3. Zustand weg.
Deutlich zu sehen ist dies im Ubergangsgraphen:

Der 3. Zustand ist ein absorbierender Zustand. Wenn man M als Ubergangs-
matrix interpretiert, befinden sich nach kurzer Zeit alle im 3. Zustand. Es fithren
auch von den anderen Zustidnden Wege zum 3. Zustand, also werden aus den
anderen Zustdnden die Gesamtzahlen abgezogen.

g ist die Grenzverteilung;:

0
g=10
1
Damit gilt fiir die Grenzmatrix:
000
G=10 00
1 11

Eine stationére Verteilung ist dann die Spalte der Grenzmatrix:

0
0
1

Zu Aufgabe:

Da= (Gte) ) b= (5] o))
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pren (o) = (S i) (nley i) o)
() - (e
os(a) i

Andererseits gilt:

_ (cos(a+B) —sin(a+ )
Dats = (sin(a +B)  cos(a+ fB) )

Ein direkter Vergleich ergibt:

sin(a + 3) = sin(a) cos(B) + sin(3) cos(a)
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(3)

Dies sind gerade die Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus.

Zu Aufgabe:

Wenn Sie nicht mit Dezimalzahlen arbeiten, rechnen Sie mit ganzen Zahlen. Dann
haben Sie auch keine Rundungsfehler.

Zu Aufgabe:
Die Spaltensumme einer stoachstischen Matrix ist immer eins. Wenn Sie in jeder
Spalte den Eigenwert eins abziehen (M —1-F), dann ist die Spaltensumme immer
gleich null.

Wenn Sie nun die letzte Zeile als Summe aller vorhergehenden Schreiben (N =
I+ 1I+...+4 N), dann enthélt die letzte Zeile gerade nur Nullen.

Damit ist die Determinante null. (Der Rang der Matrix kann nicht n sein.)
Dies ist aber gerade das geforderte Kriterium fiir einen Eigenwert:

det(M — AE) =0

Zu Aufgabe:

Die Zeilensumme einer doppelt stoachstischen Matrix ist immer eins. Wenn Sie
in jeder Zeile den Eigenwert eins abziehen (M — 1 E), dann ist die Zeilensumme
immer gleich null.
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Der folgende Vektor addiert bei der Multiplikation die Zeilenwerte zur Zeilen-
summe auf:

Also ist dies auch ein Eigenvektor.

Zu Aufgabe:
Bei einer Permutationsmatrix bleiben gerade die Zeilen unverdandert, bei denen
die 1 auf der Hauptdiagonalen steht.

Die Summe der Einsen auf der Hauptdiagonalen gibt die Spur an. Die Anzahl
der Fispunkte einer Permutationsmatrix sind also: (Spur)(P).



Anhang A

Lineare Abhingigkeit

Wenn man sich drei Vektoren nimmt, so kénnen sie geometrisch gesehen in ei-
ner Ebene liegen, alle auf einer Geraden liegen oder einen 3-dimensionalen Raum
aufspannen. Der Begriff der ,linearen Abh#ngigkeit“ und der ,linearen Unab-
héngigkeit“ beschreibt ob die drei Vektoren einen Raum aufspannen oder ein
niedriger-dimensionales Objekt. Wenn sie einen Raum aufspannen, kann man sie
als Basis verwenden und jeden Punkt des Raumes durch Vielfache dieser drei
Vektoren ausdriicken. Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir zwei, vier oder noch
mehr Vektoren.

Definition: Eine Menge von Vektoren nennt man linear abhéngig, wenn min-
destens einer der Vektoren als Summe der anderen Vektoren oder als Summe vom
Vielfachen der anderen Vektoren geschrieben werden kann.

Beispiel:
L (1 P 2 L (4
“=\2)0 "T\=2) “T\o

Die drei Vektoren @, bund & sind linear unabhéngig, denn wir konnen den Vektor
¢ durch die Vektoren @ und b bilden:

2.4d+b=¢

Anders geschrieben:
2-G+b+(~1)-=0
Wir kléren zuerst was das soll.

Die obigen drei Vektoren liegen alle in einer Ebene. Obwohl es drei Vektoren
sind, spannen sie keinen 3-dim. Raum auf. Dies mag im obigen Beispiel noch
schnell auch ohne irgendeine Rechnung zu sehen sein. Doch wenn man bei drei
3-dimensionalen Vektoren wissen will, ob sie in einer Ebene liegen oder einen
3-dimensionalen Raum aufspannen, dann ist in der Regel eine Rechnung unver-
meidlich.

Um die lineare Unabhéngigkeit oder Abhéngigkeit zu untersuchen, sucht man
die Vorfaktoren. Wenn sie linear abhéngig sind, gibt es Vorfaktoren, die von null

314
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verschieden sind, so dass die Summe des Produktes aus Vorfaktor und Vektor

null ergibt:
L (1 - (2
(o) 7-()

Beispiel:
Gesucht sind die Vorfaktoren:
x-a+y- b=0

Wenn es von null verschiedene Zahlen fiir z und y gibt, so dass die Gleichung
erfiillt ist, dann sind die Vektoren linear unabhéngig. Wenn die zwei Vektoren
linear unabhéingig sind, zeigen die zwei Vektoren in unterschiedliche Richtungen
und bilden die Basis eines 2-dimensionalen Raumes (einer Ebene).

Wenn es von null verschiedene Zahlen fiir z und y gibt, so dass die Gleichung
erfiillt ist, dann sind die Vektoren linear abhéngig. Sie sind dann parallel oder
kolinear Sie zweigen dann in dieselbe Richtung und bilden dann nur die Basis
fiir einen 1-dimensionalen Raum (eine Gerade).

Wir miissen also folgendes Gleichungssystem untersuchen:

(1)-6)-0)

Dabei interessiert nur, ob es eine Losung gibt, ausser z = 0 und y = 0. Denn gibt
es von null verschiedne Losungen, dann sind die Vektoren linear abhéngig.
Dies kann man mit Hilfe der Determinante entscheiden:

det(M)=|M|=1-1-2-2=1-4=-3#0

Hier gibt es also nur eine Losung. Das bedeutet, dass es nur die eine Losung
x = 0, y = 0 gibt. Die Vektoren sind linear unabhéngig. Die Vektoren spannen
also eine Ebene, einen 2-dimensionalen Raum auf.
Zwei linear unabhéngige Vektoren spannen einen 2-dimensionalen Raum auf.
Drei linear unabhéngige Vektoren spannen einen 3-dimensionalen Raum auf.
Wenn die Determinante einer Matrix null ist, dann sind die Zeilenvektoren
und Spaltenvektoren jeweils linear abhéngig:

M:@ i) det(M) = [M|=1-4—-2-2=0

Tatséchlich sind die Spalten und Zeilen jeweils linear abhéngig, weil die 2. Spalte
das Doppelte der 1. Spalte, bzw. die 2. Zeile ist das Doppelte der 1. Zeile ist.



Anhang B

Rang einer Matrix

In diesem Abschnitt soll der Begriff des Ranges einer Matrix eingefiihrt werden.
Damit lassen sich die Losungsmengen linearer Gleichungssysteme besser beschrei-
ben. Der Begriff des Ranges ist fiir Thr weiteres Kénnen nicht unbedingt notwendig
und eventuell ist es sinnivoll dieses Kapitel beim ersten Lesen zu iiberspringen.

Wir betrachten zuerst 2-dimensionale Matrizen, dann 3-dimensionale und zum
Schluss 4-dimensionale Matrizen. Alle Matrizen sollen schon in die Einheitsform
umgeformt sein: Die Matrix besteht oben links aus einem Block, bei dem auf der
Diagonalen nur 1 stehen und sonst nur Nullen. Die restlichen Zeilen bestehen nur
aus Nullen.

Matrizen in Einheitsform:

1 0 2
B=l0 1 2 C:(ég)
00 0

Definition: Der Rang einer Matrix sind die Anzahl r der Zeilen, die nicht
null sind, wenn die Matrix in Einheitsform gebracht wurde. Der Losungsraum ist
die Anzahl der Zeilen n minus die Anzahl der Zeilen, die nicht null sind: n — r.

o O O
o O = O
SO O N W
O O O

1. Eine (n x n)-Matrix vom Rang n nennt man linear unabhingig.

2. Eine (n x n)-Matrix vom Rang d < n nennt man linear abhingig.
Man kann dann zumindest eine Spalte oder eine Zeile durch die anderen
Zeilen oder Spalten darstellen.

Beispiel:
Man weifl schon vorher, dass es eine eindeutige Losung gibt, weil:

det(M)=3-1-5-2=—7£0

316
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Der Rang von M ist also 2, wie auch das Gaufiverfahren zeigt.

(g ?)f ) @é) Prﬁfsu(rrg%lnja soll
[I=3-11-5-1

<g —27)9? - (—2211) (—258) <3~342—65~26)
I1=1I/(-7)

b7 =G G) (i)

121;201{ _ (15 18 26 —2-4

pr=G) G )

-0 O )

0 1 3 4 4

B.1 (2 x2) - Matrizen

10
=)
Der Rang der Matrix A ist 2.

Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

Gegeben ist folgende Matrix:

n— Rang(A) =2—-2=0

Der Losungsraum ist 0-dimensional, stellt also einen Punkt dar. Es gibt eine
eindeutige Losung.
Gegeben ist folgende Matrix:

(1 @7 a kann eine beliebige Zahl sein
B=10 o

Der Rang der Matrix B ist 1.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n—Rang(B)=2-1=1

Der Losungsraum ist 1-dimensional, stellt also eine Gerade dar oder es gibt keine
Losung. Es gibt auf jeden Fall keine eindeutige Losung.
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Bemerkung: Es gibt in diesem Beispiel (Matrix B) iiberhaupt nur dann eine
Losung, wenn in der letzten Zeile des Gleichungssystems nur Nullen stehen, also
2B. (43)7 = (8)

Dagegen ist der Fall: (}2)Z = (3) nicht losbar, denn 0 - 21 + 0 - 29 = 0. Die
letzte Zeile ist links vom Gleichheitszeichen immer null.

B.2 (3 x3) - Matrizen

Nun untersuchen wir uns im 3-dimensionalen Raum, darum eine 3-dimensionale
Matrix.

1
C=10
0

O = O
_ o O

Der Rang der Matrix C' ist 3.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n — Rang(C)=3-3=0

Der Losungsraum ist O-dimensional, stellt also einen Punkt dar. Es gibt eine
eindeutige Losung.

10 a kann eine beliebige Zahl sein
D=10 1 b kann eine beliebige Zahl sein
000

Der Rang der Matrix D ist 2.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n—Rang(D)=3—-2=1

Der Losungsraum ist 1-dimensional, stellt also eine Gerade dar. Es gibt keine
eindeutige Losung.

b

1
E=10 0
0 0

o O 2

a, b konnen beliebige Zahlen sein.
Der Rang der Matrix £ ist 1.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n—Rang(F)=3—-1=2

Der Losungsraum ist 2-dimensional, stellt also eine Ebene dar. Es gibt keine
eindeutige Losung.
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B.3 (4 x4) - Matrizen

Zugegeben, sich einen 4-dimensionalen Raum vorzustellen, ist nicht meine und
wahrscheinlich auch nicht IThre Starke. Aber rechnen kann man doch mit ihnen.

000
0
1
0

o O O -
_ o O

1
0
0

Der Rang der Matrix [ ist 4.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n—Rang(F)=4—-4=0

Der Losungsraum ist O-dimensional, stellt also einen Punkt dar. Es gibt eine
eindeutige Losung.

G =

O = O O

a
b
c
0

o O O
OO = O

a, b, ¢ konnen beliebige Zahlen sein.
Der Rang der Matrix G ist 3.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n— Rang(G) =4—-3=1

Der Losungsraum ist 1-dimensional, stellt also eine Gerade dar. Es gibt keine
eindeutige Losung.

oo o
O O = O
o O >R
S O aon

a, b, ¢ d, konnen beliebige Zahlen sein.
Der Rang der Matrix H ist 2.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n—Rang(H)=4—-2=2

Der Losungsraum ist 2-dimensional, stellt also eine Ebene dar. Es gibt keine
eindeutige Losung.

o O O
o O O e
o O oo
SO OO



ANHANG B. RANG EINER MATRIX 320

a, b, ¢ konnen beliebige Zahlen sein.
Der Rang der Matrix J ist 1.
Bestimmung der Dimension des Losungsraumes:

n— Rang(J) =4—-1=3

Der Losungsraum ist 3-dimensional, also ein 3-dimensionaler Raum. Es gibt keine
eindeutige Losung.



Anhang C
Besondere Winkel
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Anhang D

Sinus Cosinus besonderer Winkel

a sin(«) cos()
0°=0-7 0 1
15° = &r | (V6 v3) | L(VE+VD)
30°=¢-m : 1V3
36° =17 [1V/10-2V5| 1 (1+5)
45° =1 - 5 7
se=3 7| L+vE) [1V10-2V5
60° =% m V3 :
-t | 1V02V5| § (VB
90° =3 -m 1 0
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Anhang E

Besondere Abbildungsmatrizen

E.1 (2 x2) - Matrizen

E.1.1 Einheitsmatrix

E.1.2 Drehung
M dreht einen Vektor um den Winkel o nach links:

_ [cos(a) —sin(a)

" <s1n<a> cos(a) )

E.1.3 Spiegelung
Spiegelung an der x-Achse

Spiegelung an der y-Achse
-1 0
=)

Spiegelung an einer Ursprungsgerade

M spiegelt an einer Ursprungsgeraden mit der Steigung m, also f(z) = max:
1 1-m? 2m
M_1+m2< 2m m2—1)
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E.1.4 Scherung

M schert einen Vektor um den Winkel «.

M- ((1] tanl(a))

E.2 (3 x 3) - Matrizen

E.2.1 Einheitsmatrix

ey

I
~
O O
o = O

— O O
v

E.2.2 Drehung

Drehung um die x-Achse

Drehung um die y-Achse

(cos(a) 0 sin(a))
D, = 0 1 0

—sin(a) 0 cos(«)

Drehung um die z-Achse
cos(a) —sin(a) 0
D, = | sin(a) cos(a) 0
1

E.2.3 Spiegelung
Spiegelung an der x-y-Ebene

N

1
0
0

o = O

0
0
—1
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Spiegelung an der x-z-Ebene

1 0 0
M={0 -1 0
0 0 1
Spiegelung an der y-z-Ebene
-1 0 0
M=10 10
0 01

Spiegelung an einer Ursprungsebene
E::rc_i—i-sg, r,s € R
1 ist der Normalenvektor der Ebene.

ag'bg—ag'bg

n= ag'bl—al'bg
al-bg—a2~bl
somit gilt: B
n-a=n-b=0
. 1 0 O .
M= (abi) |0 1 0 | (abma)"
00 -1
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Anhang F

Besondere Matrizen

F.1 Idempotente (2 x 2)-Matrizen: A* = A
19 0.9 19 19 19 —1.9
~19 —0.9 ~09 —0.9 0.9 —0.9
19 —0.9 18 08 18 09
19 —0.9 ~18 —038 ~16 —08
18 1.2 18 16 18 18
~12 —08 ~0.9 —08 ~0.8 —0.8
18 —1.8 18 —1.6 18 —1.2
08 —0.8 0.9 —0.8 12 —08
18 —0.9 18 —0.8 1707
16 —0.8 18 —0.8 —17 —0.7
1717 17 —17 17 =07
—0.7 —0.7 0.7 0.7 1.7 —0.7
16 0.6 16 0.8 16 1.2
~16 —06 ~12 —06 ~0.8 —0.6
16 16 16 —1.6 16 —1.2
~06 —0.6 0.6 —0.6 0.8 —0.6
16 —0.8 1.6 —0.6 15 05
12 —0.6 16 —0.6 ~15 —05
15 15 15 —15 15 —0.5
~05 —05 05 —05 15 —0.5
14 04 1407 14 08
~14 —04 ~0.8 —04 ~0.7 —0.4
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14 14 14 —-1.4 1.4 —0.8
—04 —-04 04 —-04 0.7 —-04
1.4 -0.7 14 —-04 1.3 0.3
0.8 —04 14 —-04 -1.3 0.3
1.3 1.3 1.3 —1.3 1.3 —-0.3
-0.3 0.3 0.3 —0.3 1.3 —0.3
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F.2 (2 x2)-Matrizen mit A" = A

F21 n=2
10
01
F.22 n=3
-1 0
0 -1
F.23 n=4

) 00 (Y
() ) 8 )
(o) () (%)
(171 jg) s 12) <1
(o) (s i) (-
(3 Sf) (o)

12

-7

12 =7
19 11
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(3 x 3)-Matrizen mit A" = A

F.3

3

F.3.1 n

-1

—1
-2
0

1
-3
0

0
-1
0

0
—1
0

-1

-2

0

)

0

0
—1
0

) (

—4

-5

-1

)

=4

F.3.2 n
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—1

-1 4

—1

-3 -1

1

1
-1

-1
0
-1

0 0
01

1 3

0
0

)
)

—1 0 O
0 1
1 —4

0
-1

S o~ <f

o O

L)

—1

1
-1
-1

0 O

0 1
-1 0

F.3.3 n=5

—1

0 0
0
1

1
0
0 0

—1

0 01

1
-1 0 0

1

0

-1

S — A

o o -

— O O

S o~ <f

O~ M

o O

O — 0
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F.3.4 n=7
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F.4 Nilpotente (2 x 2)-Matrizen: A? = (
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Nilpotente (3 x 3)-Matrizen: A" = 0

F.5
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