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Kapitel 1

e-Funktion

In diesem Kapitel wollen wir die e-Funktion untersuchen. Dies erlaubt uns Po-
tenzfunktionen (also ein x im Exponenten) zu untersuchen. Solche Funktionen

sind uns schon bei den Halbwertszeiten begegnet: f(x) = (%)x/Th, (Tp,) ist die
Halbwertszeit) und bei den Zinseszinsen: f(x) = (1 4+ p/100)* (p ist der Zins-
satz). Auch solche Funktionen will man ableiten kénnen, um das Wachstum zu
bestimmen. Bei komplizierteren Funktionen natiirlich auch lokale Maxima und
Minima.

Die E-Funktion wird entwickelt aus der Fragestellung eine Funktion zu finden,
deren Ableitung wieder die urspriingliche Funktion ergibt. Dieses Kapitel ist nicht
zwingend notwendig, um Aufgaben zu rechnen bzw. die Mathematik anzuwenden.

Daran anschliefend werden Ableitungen und Integrale geiibt, Sie bekommen
Gelegenheit Graphen anhand der Funktionen zu skizzieren und die Verfahren
zum Losen von Exponentialgleichungen werden wiederholt. Anschliefend werden
verschiedene Anwendungen vorgestellt.

Wichtige Anwendungen sind die Moglichkeit Ableitungen zu bilden von Ex-
ponentialfunktionen wie 2% usw. wie sie beim Zinseszins, Halbwertzeit usw. vor-
kommen.

Durch geschickte Konstruktion kann man Funktionen konstruieren, die sich
immer grofer werdend nur zwischen zwei Werten bewegen. Also wie ein gedrehtes
S aussehen. Das sind dann Wachstumsfunktionen.

Im wirklichen Leben (z. Bsp. in der Physik) ist es oft so, das man einen Zu-
sammenhang zwischen einer gesuchten Funktion und ihrer Ableitung hat. Solche
Gleichungen nennt man dann Differenzialgleichungen. Manche dieser Gleichungen
kann man mit Hilfe der e-Funktion losen.

Die e-Funktion wird wird geschrieben als e” oder als exp(x).
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1.1 Bestimmen der Funktion

In diesem Abschnitt wollen wir ausgehen von der Fragestellung, ob es eine Funk-
tion gibt, deren Ableitung dieselbe Funktion ergibt:

f'(@) = f(x)

Wenn man so eine Funktion gefunden hat (wenn es sie denn gibt), ist sie sicherlich
nicht eindeutig, denn es gilt offenbar:

g9(x) =2f(z) = 2f'(x) = ¢'(x)

Wir fordern also, ohne einer wirklichen Einschréinkun, dass die Funktion die
y-Achse bei 1 schneiden soll:

f(z) = f'(x)
1

Wir werden diese Fragestellung in 4 Schritten beantworten. Dabei werden
grundlegende Uberlegungen aus der Differenzialrechnung wiederholt werden. Ins-
gesamt ist diese Herleitung sicherlich auch anspruchsvoll. Vielleicht ist nicht jeder
Schritt sofort einsichtig oder klar. Trotzdem kénnen Sie weiterlesen und dann aus
den nichsten Uberlegungen etwas lernen. Die ersten beiden Schritte sollten Sie
auf jeden Fall lesen. Den dritten Schritt zumindest {iberfliegen. Der letzte Schritt
geht dann eher in die Tiefe der Mathematik.

1. FEigenschaften der gesuchten Funktion und die Erstellung eines Graphen.

2. Die Entwicklung der Potenzreihe. Damit ist die Funktion streng genommen
dann gegeben. Man (z. B. der Computer) kann kann sie damit ausrechnen.

3. Bestimmung des Grenzwertes e. Dies wird die Basis unserer Exponential-
funktion werden.

4. Zeigen, dass sich aus den obigen Bedingungen tatsichlich die Exponential-
funktion ergibt.

1.1.1 Eigenschaften
Aus den beiden Bedingungen:

f(z) = f'(x)
1

!Eine Funktion, bei der es einen Wert mit f(a) = 0 gibt wird dann die triviale Funktion
f(z) = 0 sein. Siehe dazu Kap.: [Tl Diese Funktion f(z) = 0 interessiert allerdings nicht.



KAPITEL 1. E-FUNKTION 3

sollen Eigenschaften der Funktion f ermittelt werden.

Als erstes werden wir sehen, dass diese Funktion keine Nullstelle haben kann
ohne immer konstant null zu sein.

Dann werden wir uns iiberlegen, wie der Graph dieser Funktion (sofern es sie
gibt) aussehen konnte.

Dann sehen Sie ein Bild der Funktion und anschliefend wird das Integral
dieser Funktion interpretiert.

Nullstelle

Kann die Funktion mit den geforderten zwei Eigenschaften eine Nullstelle haben?
Nun, wenn es eine Stelle 2 = a gébe mit f(a) = 0, dann hiefle das:

0= f(a) = f'(a) = f"(a) = f"(a) = ...

Dann veradndert sich die Funktion aber auch nicht, wenn man ein bisschen nach
rechts oder links geht. Dann ist nicht nur an der Stelle die Steigung (f’(a)) null,
sondern auch die Kriimmung (f”(a)). Es ist sicherlich einsehbar, dass die Funktion
ein kleines bisschen rechts von a immer noch null ist. Damit ist aber klar, dass
dann die Funktion immer null ist.

Wenn f nicht trivial sein soll (also nicht f(x) = 0), dann darf f(x) keine
Nullstelle haben. Wenn also die Funktion die y-Achse schneidet, bei einem Wert
ungleich null, dann kann man ihn auch auf 1 normieren durch entsprechende
Vorfaktoren.

Extremstelle

Kann die Funktion iiberhaupt eine Extremstelle haben?

Da die Funktion nicht null werden kann, kann auch die Ableitung niemals null
werden, denn Ableitung und die Funktion sind ja identisch.

Dann gibt es aber auch keine Extremstelle.

Bild

Wir gehen von dem Punkt aus, der bekannt ist: (0|1). Gehen wir ein Stiickchen
nach rechts, dann wird der y-Wert der Funktion grofier, den f(0) = f/(0) = 1
und damit ist auch die Steigung positiv.

Also steigt die Funktion. Dann aber steigt auch die Steigung. So wichst die
Funktion sténdig. D. h. die Funktion ist (zumindest ab x = 0) streng monoton
steigend.

Was passiert vorher?

Nun, die Funktion hat sicherlich auch da jeweils eine positive Steigung, nur kleiner
werdend.
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Die Funktion kann keine Extremstelle haben, weil sie (und damit die 1. Ab-
leitung) keine Nullstelle hat. Ebenfalls hat Sie keine Wendestelle, weil sie keine
Nullstelle hat (und damit auch die 2. Ableitung) keine Nullstelle hat.

Warum hat die Funktion keine Polstelle?

Hétte Sie eine Polstelle dann entweder mit oder ohne Vorzeichenwechsel.

1. Mit Vorzeichenwechsel
Angenommen f(z) hétte bei a eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel. Die
Funktion geht durch den Punkt (0]1). Dann hétte die Funktion am Ast bei
x = 0 positive Werte und eine positive Steigung. Am anderen Ast aber eine
negative y-Werte (da Vorzeichenwechsel). Dann aber miisste sie auch eine
negative Steigung haben, also vom —oo noch weiter absinken ... Das geht
sicherlich nicht!

2. Ohne Vorzeichenwechsel
Angenommen f(z) hétte bei a eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel. Die
Funktion geht durch den Punkt (0[1). Dann hétte die Funktion an einem
Ast positive y-Werte und eine positive Steigung (nach oben) und auf der
anderen Seite positive Werte und eine negative Steigung. Das darf aber
nicht sein, denn es gilt ja: f(z) = f'(x).

Das bedeutet, dass die Funktion streng monoton steigend ist, ohne eine Null-
stelle zu haben. Sie geht also fiir grofle x-Werte gegen unendlich (da die Steigung
immer grofer wird) und fiir negative x-Werte gegen null.

Abbildung 1.1: f(x) = f'(z)
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Die Flache bis x( ist gegeben durch:

im [ f(2)dz = lim f(x)[zo = Tm_f(x0) = f(a) = f(x0)

a—r—00 a

Der Funktionswert f(zg) ist also die Mafizahl der Fldche von —oo bis z.

1.1.2 Potenzreihe
Angenommen es gilt, da (f(0) = 1:
flz) =1
dann muss auch gelten (f(z) = f'(x)):
fx)=1= fz)=1+=z
das aber bedeutet: (f(z) = f'(z)):

f’(x)=1+x:>f(x):1+x+%x2

das aber bedeutet: (f(z) = f'(z)):

1 1 1
f'(z) ta+on = f(x) tot o+ o

1 1 1
f(x) = 1+x+§x2+§x3—|—ax4+...
nl=n-(n—1)-(n—2)...-lalsob!=5-4-3-2-1=120
Eine solche Funktion nennt man Potenzreihe. So eine Reihe ist unendlich lang.
Wenn es fiir ein x einen Grenzwert geben soll, muss der Vorfaktor bei grofien

Exponenten immer kleiner werden.

1.1.3 Grenzwert e

Die Frage, die sich stellt, ist, ob es z. B. fiir

1 1
)=14+14+=-+ ...

einen Grenzwert (also eine reelle Zahl) gibt, oder ob der Wert unendlich grof ist.

1. Mit jedem Summanden wird der Ausdruck grofer.

f(1)=1
F)=1+1
FO) = 14142

2

1 1
D=1+1+-+—
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usw.
nl=n-(n-1)-(n—2)...-12 B:6l=6-5-4-3-2-1=T720.

2. Um die Fakultaten einschitzen zu konnen, wollen wir uns dessen bedienen,
was wir kennen. Ab n=4 gilt: n! > n?

5:4-3.2.1> 52
6-5-4-3-2-1> 6
7-6-5-4-

Wenn man die groflere Zahl im Nenner schreibt, erhédlt man eine kleiner

Zahl:
1 1
nl S
Es gilt also:
11 1 1 11 1 1
H)=1+1 —.. <141 —
JO =141+ S+ gt g4 <l+l+o+m+ 5+ 5

ab der 5 ersetzen wir die Nenner mit der Fakultét (!) durch Ausdriicke mit
dem Quadrat.

Wir miissen also zeigen, dass der rechte Term einen Grenzwert hat, dann
hat der linke Term erst recht einen Grenzwert, denn er steigt immer, und
ist kleiner als die rechte Seite.

Hier bedienen wir uns eines Tricks!
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Abbildung 1.2: Dargestellt ist in den
Rechtecken die Flache % %, % Usw.
und die Funktion f(z) = 2, die alle
Rechtecke an ihrer rechten oberen Ecke

schneidet.

Der Trick besteht darin, dass die Fliache des Integrals sicherlich grofer ist
als die Fliache der Rechtecke. Also gilt:

1 1 1 "1 —1|"
(denn dies ist ein Uneigentliches integral)

Also ersetzen wir unsere unendliche Reihe durch das Integral:

f=1+14s4 by L) <1+1+1+1+1+i...
2 73141 5 2 304l 52
1+1+1+1+1+i <1+1+1+1+1+i+i+
2 "3l "4l 52" 23'4'22
IS SRR A <1+1+ + R —I—/—dx
2 7314227 32
11 1 1 1 11
Ll st g+t tg <1+1+2+3+4,+05

Letztendlich gilt in ganz grober Nédherung:
f(1) < 3,21
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Das aber heifit, dass es einen Grenzwert, also eine reelle Zahl, fiir f(1) geben
muf. Diese Zahl nennen wir der Einfachheit halber: e.

e ist die Eulersche Zahl und es gilt:
e = 2,7182818...

e ist genauso wie 7 eine reelle Zahl, die sich durch keinen Bruch darstellen
léasst.

1.1.4 Die e-Funktion

In diesem Abschnitt soll nun die Funktion ermittelt werden, die die beiden Be-
dingungen erfiillt.
Dazu bilden wir zwei Funktionen

h(z)=(f(z))" neN
Fiir beide Funktionen gilt, dass sie die y-Achse am selben Punkt schneiden:

9(0) = f(n-0) = f(0) =1

Also:

Da beide Funktionen einen gemeinsamen Punkt (0[1) haben, haben sie auch
eine gemeinsame Steigung an diesem Punkt. Die weiteren Ableitungen an diesem
Punkt sind dann auch identisch. Dann sind die Punkte von g nahe bei x = 1
gleich zu h. Dass lasst sich fortsetzen, so dass alle Punkte von g und h sich als
gleich erweisen.

Also gilt:
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Im folgenden Abschnitt zeigen wir, dass folgendes gilt:

Bisher wissen wir nur, dass fiir n aus den natiirlichen Zahlen gilt:

f(nz) = (f(z))"

Jedes x lésst sich naherungsweise (x darf eine reellle Zahl sein) als Bruch
schreiben.

,
T = —
s
r,s € R
fr)=fL-r)=(fA)r=¢€
1 1 1.\? 1
). ) = - = f(g=) = f(1) =
1)1 = (1Q) = sag = 1=
qr‘n,al
Also gilt: .
f(;) —Je=ecs
Beide Regeln zusammen ergeben:
flz) =e*
1.1.5 Uberblick
o f(z)=¢e" und f'(x) =e€".
* ) 11, 1
e’ = 1+x+§+§x3—l—ax4...

e Die Basis e ist eine reelle Zahl, die sich nicht als Bruch darstellen lédsst. Ein
Néherungswert ist im Anhang gegeben.

1.1.6 Hilfestellungen zum Rechnen

Zum Rechnen benotigen Sie jetzt noch ein paar Hilfestellungen.
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Das Integral

Oftmals soll man eine e-Funktion integrieren:
f(z) = 3¢5+

Was ist dann die Aufleitung?

F(x) — §e5x+7

Wenn man F(z) ableitet, dann ist f(z) einfach nur F'(z) mit 5 multipliziert:

Fa)=5- 267 =5 F(z) = f(a)
Beispiele:

f(!lﬁ') —_ 64m—|—3 F(ZL’) — 0’2564m+3
f(SL’) — 10€5x+3 F(SL’) — 265x+3

Der natiirliche Logarithmus

10

Ohne eine genauere Einfithrung sei schon hier die Umkehrfunktion zur e-Funktion

,verraten‘: In(z). Diese Funktion nennt man den ,natiirlichen“ Logarithmus.
Beispiele:

1.
e* =5 | x wird bestimmt durch die Umkehrfunktion
x = In(5)
2.
et = 12 | In auf beide Seiten angewendet

3r+5 = In(12)
Die Logarithmusgesetze:

In(a - b) = In(a) + In(b)
ln(%) — In(a) — In(b)

In(a®) = b -In(a)
Die Gesetze helfen bei Rechnungen:

5.e3tl = 10 In von den beiden Seiten bilden

|
In(5-e* ) = In(10) | 1. Log-gesetz
In(5) + In(e3**) = 1In(10) | In ist die Umkehrfkt. zur e-Fkt.
In(5)+ (3z+1) = In(10) | —1In(5)
3r+1 = In(10) —In(5) | 2. Log-gesetz
3z4+1 = In(¥)
3r+1 = In(2) | -1
3z = In(2)—1 | :3
1 —

T
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Ableitung von Exponentialfunktionen mit beliebiger Basis

Als Beispiel sei hier die Ableitung der Funktion 2% bestimmt.

et = 2 | In auf beide Seiten angewendet
a = In(2)

Also gilt In(2) fiir a eingesetzt:

61n(2) -9
Nun kénnen wir 2% zur Basis e schreiben und die Ableitung bestimmen.
f(.ﬁ(}) — 9T — (61n(2))x _ eln(2)m

Mit der Kettenregel ergibt sich:

Nullstellen

Hilfreich bei der Bestimmung von Nullstellen ist die Tatsache, dass die e-Funktion
keine Nullstellen fiir reelle Zahlen hat.

Beispiel:
(x+2)e* = 0 | dae*#0firzxeR
(x+2) =0
r = —2

(Zur Erinnerung: Ein Produkt ist dann null, wenn mindestens einer der Faktoren
null ist.)

Vergleich mit den Potenzfunktionen

Die E-Funktion wachst und fallt schneller als jeder Potenzfunktion. D. h.:

1.

lim ze®* =0
Tr— —00

Obwohl x immer groflere negative Werte annimmt, geht e* immer schneller®
gegen null.

e(E

lim — = o0
T—00 I

Obwohl x immer groflere Werte annimmt, und somit 1/x gegen null geht,
nimmt e® immer noch groflere Werte an, so dass der Bruch insgesamt un-
endlich grof3 wird.
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Warum ist das so?
Nun, f(x) = x wichst linear. D. h. die Geschwindigkeit (die 1. Ableitung) ist
konstant. Bei e ist die 1. Ableitung wieder eine wachsende Funktion: e”.

Wenn die Geschwindigkeit schneller steigt von e*, dann wéchst e immer
schneller als f(x) = x.

Bei f(x) = 22 ist die Beschleunigung (die 2. Ableitung) konstant. Bei e ist
die 2. Ableitung immer noch eine wachsende Funktion: .

Bei f(x) = 23 ist die 3. Ableitung konstant. Bei e” ist die 3. Ableitung immer
noch eine wachsende Funktion: e”.

Bei f(z) = «™ ist die n. Ableitung konstant. Bei e” ist die n. Ableitung immer
noch eine wachsende Funktion: e”.
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1.2 Einfiihrende Aufgaben

13
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Aufgabe 1.1

—2x—3

5_63513

T — 6111(2) x

(Losung siehe Seite 24]).
Aufgabe 1.2

(Losung siehe Seite 24]).



KAPITEL 1. E-FUNKTION

Aufgabe 1.3 Erweiterung

(Losung siehe Seite 23]).
Aufgabe 1.4 Erweiterung

_xr
er+3

x
e T4

(Losung siehe Seite 25]).
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Aufgabe 1.5 Bestimmen Sie die Stammfunktion (Erweiterung)

f(x)

6296

6 e3x

4 6217—1-3

12 6317—1-5

4 e—2x+3

(Losung siehe Seite 26]).

16
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Aufgabe 1.6 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

flz) =ze’
1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

2. Nullstellen:

3. Definitionsliicken (und Art):
4. lim, o f(x):
5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite 28]).
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Aufgabe 1.7 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:
flz)=(z+1)e
1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

2. Nullstellen:

3. Definitionsliicken (und Art):
4. lim, o f(x):
5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite 29]).
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Aufgabe 1.8 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:
flz) = (-z+2)e
1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

2. Nullstellen:

3. Definitionsliicken (und Art):
4. lim, o f(x):
5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite [B0]).
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Aufgabe 1.9 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:
f(z) =a2e”

1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

2. Nullstellen:

3. Definitionsliicken (und Art):
4. lim, o f(x):
5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite [BT]).
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Aufgabe 1.10 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

f(a) = (2* = 1)e”
1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

2. Nullstellen:

3. Definitionsliicken (und Art):
4. lim, o f(x):
5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite [32]).
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Aufgabe 1.11 Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

f(x) =ze™™
1. Schnittpunkt mit der y-Achse:

Nullstellen:

Definitionsliicken (und Art):

- W N

lim, o f(2):

5. lim, , o f(x):

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D

(Losung siehe Seite [B3)).
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1.3 Losungen zu den einfithrenden Aufgaben

23
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Zu Aufgabe: [1.1

@ | 1@
HTHT | T
o3 3 o3
o—20-3 | _9 ,—22-3
5.€ | 15e
2r | In(2)2°
Zu Aufgabe:
f(x) f'(x)
(x+1)e” e’ (z+ 2)
(—2x+5)e” —e” (2x — 3)
(—3z —4) e e 2% (6x + 5)
. 35 (37 4 1)
(—z+2)e” e (z —3)
r?e® —e % (z —2) = —e % (2% — 22)
(—2®+x)e® e " (2% —3x+1)
i g
e’ x -1, dae®~ 74

24
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Zu Aufgabe: 1.3

f(@) /()
e 2 1 e@”)
\/Eex:x% % %lex—kx%ex:ez(;j/gl)

25
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Zu Aufgabe: [1.4

f'(z)

6 __6e*
er+2 (e742)?
5 be *
e T+3 (e=T+3)2
e’+1 __4er
et —3 (er—3)2
e’ =5 7Te'—5e T42
e T+7 (e=7+7)2
re _ _x e "tre 41
e+l 14e® (e?+1)?
x e’ —xe’+3
e?+3 (e43)?
z e fatl)
e Tt (e=%+x)?
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Zu Aufgabe:

() Fz)
€2x % 62:6
€4x i €4x
e e ¥
6 €37 23"
4 €2x+3 2 €2x+3
12 63x+5 4 63x+5
4 6—2x+3 -9 e—2x+3
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Zu Aufgabe: Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

flx)=ze€"

1. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =0
2. Nullstellen: z = 0 (Schnittpunkt)
3. Definitionsliicken (und Art): keine
4. lim, o f(z) = 400
5. lim,, o f(z) = 0. Die Exponentialfunktion féllt schneller als jede Potenz-
funktion wachsen kann.
6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:
|
- 0 + X
y
4__
3 £+
2 £+
1 .
-4 -3 -2 - D 1 2 3 4 X
14
21
34
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Zu Aufgabe: [1.7] Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

flx)=(z+1)e"

. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =1

Nullstellen: z = —1 (Schnittpunkt)
Definitionsliicken (und Art): keine
lim, . f(z) = +00

lim, , ., f(x) = 0, Die Exponentialfunktion féllt schneller als jede Potenz-
funktion wachsen kann.

Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:

D
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Zu Aufgabe: [1.8] Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

f(x)=(—z+2)€”

1. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =2
2. Nullstellen: z = 2 (Schnittpunkt)
3. Definitionsliicken (und Art): keine
4. lim,_ o f(x) = —00
5. lim,, o, f(z) = 0, Die Exponentialfunktion féllt schneller als jede Potenz-
funktion wachsen kann.
6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:
|
+ 2 - X
y
4__
3 £+
2
1 .
-4 -3 -2 -1 D 1 3 4 X
14
21
34
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Zu Aufgabe: Skizzieren Sie den folgenden Graphen:
fla) =€
1. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =0
2. Nullstellen: z = —1 (Beriihrpunkt, Grad der Nullstelle ist gerade)
3. Definitionsliicken (und Art): keine
4. lim, o f(z) = +00

5. lim,, o, f(z) = 0, Die Exponentialfunktion féllt schneller als jede Potenz-
funktion wachsen kann.

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:
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Zu Aufgabe: Skizzieren Sie den folgenden Graphen:

f(2) = (@® = 1)er

. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) = —1

Nullstellen: # = —1 und = = 1 (Schnittpunkte, Grade der Nullstellen sind
jeweils ungerade)

Definitionsliicken (und Art): keine
lim, . f(z) = +00

lim, , ., f(x) = 0, Die Exponentialfunktion féllt schneller als jede Potenz-
funktion wachsen kann.

Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:
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Zu Aufgabe: I.17] Zu Aufgabe: [[L 1] Skizzieren Sie den folgenden Graphen:
f(x) = we™®
1. Schnittpunkt mit der y-Achse: f(0) =0
2. Nullstellen: = 0 (Schnittpunkt)
3. Definitionsliicken (und Art): keine
4. lim, o f(z)=0
5. lim,, o f(z) = —oc0.

6. Geben Sie mit +/- an, wo der Graph im positiven und negativen Bereich
verlauft:
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1.4 Funktionen aufstellen
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Aufgabe 1.12
Sie haben 100 g eines radioaktiven Stoffes mit der Halbwertszeit von 36 Minuten.

Stellen Sie die Zerfallsfunktion mit der e-Funktion auf.
(Losung siehe Seite B6)).

Aufgabe 1.13

Sie haben 50 € und legen dieses Geld mit einem Zinssatz von 2% an. Stellen Sie
eine Funktion auf, die die Menge des Geldes im Laufe der Jahre angibt. (Mit der
e-Funktion).

(Losung siehe Seite [37)).

Aufgabe 1.14
Sie haben mochten griinen Tee erstellen. Dazu benétigen Sie 80°heifles Wasser.
Das Wasser kiihlt ab nach folgender Funktion:

f(t) =S +ae™

Die Raumtemperatur betragt 20°. Zu Beginn war das Wasser kochend. Nach 10
Minuten ist das Wasser nur noch 75° warm. Erstellen Sie eine Funktion, die die
Temperatur des Wassers in Abhéngigkeit von der Zeit angibt und geben Sie an,
wann das Wasser die Trinktemperatur von 50° erreicht hat.

Die Angaben sind aus einem Teebuch ...

(Losung siehe Seite [38]).
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1.5 Funktionen aufstellen — Losung

Zu Aufgabe:
Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Sie konnen direkt eine Zerfallsfunktion aufstellen aus den Daten zur Basis
2:
f() = 100 g 2 swmme
Dann formen wir die 2 um zu einer Potenz mit der Basis e:

2 — eln(2)

1
1 __ 1
2" Zemint = (61“(2)) 36mint

1
= 6_ ln(2) 36 min t

_ _In(2)
— ¢ 36mint

In(2)

f(r) =100g e 36min

2. Wir verfolgen folgenden Ansatz:
fla)=a-e"

Jetzt miissen aus den gegebenen Werten a und b bestimmt werden. Da zwei
Variablen bestimmt werden sollen, sind zwei Gleichungen notwendig:

f(0)=100g
f(36min) =50g
Eingesetzt ergibt dies:
a=100g mit e’ =1
100 g - eP30min — 50 g

Die letzte Gleichung wird nun umgeformt und nach b aufgelost:

100 g- eb-36min =50 g

eb-36 min _ 1
2

b-36min = In (%)

b-36min = In (2_1)
b-36min = —In(2)
In(2)
36 min

b=—

1

f(x) = 100g e~
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Zu Aufgabe:
Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. Sie konnen direkt eine Geldmengenfunktion aufstellen aus den Daten zur
Basis 1,02, a steht fiir anno = Jahr:

F(t) =50 1,02a¢
Dann formen wir die 1,02 um zu einer Potenz mit der Basis e:

1’02 _ 6111(1,02)
1>02% _ (6111(1,02))%

1n(1,02)
= e at
In(1,02)
flx)=50e = !

2. Wir verfolgen folgenden Ansatz:
flz)=a-é"

Jetzt miissen aus den gegebenen Werten a und b bestimmt werden. Da zwei
Variablen bestimmt werden sollen, sind zwei Gleichungen notwendig;:

£(0) =50
f(la) =51

Eingesetzt ergibt dies:

a =50 mit ¢* =1

50 - "' =51

Die letzte Gleichung wird nun umgeformt und nach b aufgelost:

50 - "' =51
et =102
ba = In(1,02)
1
b= In(1,02) -
n(1,02) -
_ln(1,02)t

f(z)=50ae =
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Zu Aufgabe: [1.14]
Die Raumtemperatur ist natiirlich die Temperatur, die der Tee auf lange Sicht
annimmt: S = 20°. Es ergeben sich also folgende Gleichungen:
Das Wasser ist zu Beginn (¢t = 0) 100° heif, nach 10 Minuten nur noch 75°.
20+a-e "0 =100
20+a-e "0 =175
Aus diesen beiden Gleichungen miissen a und k bestimmt werden. Dazu untersu-
chen wir die erste Gleichung:
20 +a-e "0 =100
20 +a - e = 100
20+ a =100
a =80

Nun bestimmen wir das k in der 2. Gleichung:

20+ 80 - F10 =75

80 - e *10 =55
55

—k10 _ 9Y

© T80

55
“k-10=1n[ =
(&)

k:_—1~ln 2
10 80

k = 0,037
f(t)=20+80-e %7 ¢
Wann ist die Temperatur von 50° erreicht?

20 + 80 - e~ %037t = 5()
80 - e~ = 30

o~ 0037 _ §
8

3
_0037-t=1In(2
o571 = ()
t = 1 ] 3
T 0037 "\g

t =265

Tja, nach den Angaben aus dem Teebuch miisste man also ca. 26 Minuten warten
bis man den Tee trinken darf.
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1.6 Kurvendiskussion

Man kann Mathematik benutzen um Probleme darzustellen und dann zu analy-
sieren. Wenn Sie als Modell eine Kurve (Funktion) erhalten, dann wollen Sie die
Funktion vollstédndig beschreiben konnen. Vergleichen Sie auch mit dem Kapitel
Kurvendiskussion aus der H1.

Hier werden jetzt nur fiir die e-Funktion spezielle Punkte angesprochen.

1. Symmetrie:

(a) Beispiel fiir eine achsensymmetrische Funktion:
flz)=e"+¢€°
flma) = ) 4 e

=e"+e”

= f(z)
Da f(—z) = f(x) gilt, ist der Graph von f achsensymmetrisch zur
y-Achse.

(b) Beispiel fiir eine punktsymmetrische Funktion:
Fla) = e
() = () e
— —ge@’

= —f(z)
Da: f(—z) = —f(z) gilt, ist die Funktion punktsymmetrisch zum Ur-
sprung.
(c) Beispiel fiir eine Funktion, welche weder punktsymmetrisch zum Ur-
sprung noch achsensymmetrisch zur y-Achse ist:

flx)=ze€®
f(=z) = (=) e

= —xe *

Da weder: f(—z) = —f(z) noch f(—z) = f(z) gilt, ist die Funktion
weder punktsymmetrisch zum Ursprung noch achsensymmetrisch zur
y-Achse.



KAPITEL 1. E-FUNKTION 40

1.7 Kurvendiskussionen — Drill

Untersuchen Sie die Funktionen nach folgenden Gesichtspunkten:

1.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich.
Untersuchen Sie eventl. Definitionsliicken.

Bestimmen Sie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Bestimmen Sie, ob und welche Symmetrie vorliegt.
Bestimmen Sie das Verhalten im Unendlichen.

Bestimmen Sie die Ableitungen und die Stammfunktion.
Bestimmen Sie die Extrempunkte.

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten des Graphen.
Bestimmen Sie die Wendepunkte.

Skizzieren Sie den Graphen anhand Threr Ergebnisse.
Skizzieren Sie bitte erst auf dem Papier bevor Sie kontrollieren.
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Aufgabe 1.15

(Losung siehe Seite B2)).
Aufgabe 1.16

(Losung siehe Seite H6)).
Aufgabe 1.17

(Losung siehe Seite B1)).
Aufgabe 1.18

(Losung siehe Seite ().
Aufgabe 1.19

(Losung siehe Seite [61)).
Aufgabe 1.20

(Losung siehe Seite [G6)).
Aufgabe 1.21
Die Kettenlinie. Das ist eine Linie, die ein Seil hat, wenn es durchhéngt.

flz)=¢"+e"

(Losung siehe Seite [7T)).

41
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1.8 Losungen zu den Aufgaben

Zu Aufgabe:
f@) = (@ +1)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, =R
2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
fO)=L0+1)=1-(1)=1

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flz) =0
e“(r+1)=0 e’ >0 firzr € R

r+1=0

r=—1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]1).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (—1|0).

3. Symmetrie

f(—z) =e"(—z+1)
=e (1 —ux)
# f(z)
—f(x)

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e®(x +1) = 00
T—>00
Denn e wird immer gréfler und 41 wird ebenfalls immer grofler fiir grofler
werdende x-Werte.
lim e“(z+1)=0

T—r—00

e” geht schneller gegen null als jede Potenzfunktion.
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5. Ableitungen

flx) =€ (z+1)

fllx)=e"(x+1)+e"
=e"(x +2)

f"(z) = e"(x +2) + €°
=e"(z +3)

f"(x) = e*(x +3) + €”
e“(x +4)

43

Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration

oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

Von f nach f’ und dann zu f” wird der Summand in der Klammer
einfach nur hochgezéhlt. Die Vermutung liegt nahe, dass Sie bei der
Stammfunktion die Klammer um eins vermindern miissen. Wir pro-

bieren g(z) als eine mogliche Stammfunktion aus.

glx)=e"(z+1-1)

g(zr) =xe"

g(x)=€e"+ze”
=e"(x+1)

Tatsdchlich ist g(z) eine Stammfunktion von f(z):

F(z) = xe®

(b) Die partielle Integration:

/(:B+1)-exdz:(x—l—l)-ex—/l-exdx

=(z+1)" —¢€"

= ze”
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6. Extremstellen

(a) notwendige Bedingung

fi(x)=0
e“(x+2)=0 e’ >0 fir z € R
r=—2

(b) hinreichende Bedingung: f'(xy) =0 und f"(x¢) # 0
f'(=2)=e2((-2)+3)=e2>0, dae* >0 fiirr € R
Extremstelle:

J(-2) = (-2 1) = e =~ ~ 0135

Der Graph von f hat einen Tiefpunkt bei (—2|—0,135).

7. Monotonieverhalten

fi(x) =e"(x+2)
fl(r) <0, x< -2
f'(x) >0, x>-2

Die Funktion ist im Intervall (—oo; —2) streng monoton fallend und im
Intervall (—2;00) ist sie streng monoton steigend.

8. Wendestellen

(a) notwendige Bedingung

f'(x) =0
e“(r+3)=0 e’ >0 firzr € R
T = -3

(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0
f'(=3)=0und f"(-3) =e3((-3)+4) =¥ >0, dae* >0 fiir z € R
Wendepunkt

f(=3)=e3((=3)+1) = —2e° = —g ~ —0,0996

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (—3|—0,1).
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9. Bild

Abbildung 1.3: f(x) = e*(z + 1)

45
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Zu Aufgabe:
fl@) = e (z+1)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, =R
2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
fO)=0+1)=1-(1)=1

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flz) =0
ef(x+1)=0 e’ >0 fir r € R

r+1=0

r=—1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]1).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (—1|0).

3. Symmetrie

fl=w) = (=0 +1)

=e"(1 —x)
#  f(z)
# —f(x)

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e *(x+1)=0

T—00

Denn e~ néhert sich der null und die Funktion strebt schneller gegen null
als jede Potenzfunktion.

lim e *(x+1)=—-00
T—r—00

e~® wird fiir negative Werte immer grofler, strebt also gegen +oo.
x + 1 dagegen ist negativ fiir grofle negative Werte und strebt gegen —oo.
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5. Ableitungen

— e*(—a)
F1(x) =~ () — e~
=e “(x—1)

f"(x)=—e"(x—1)+e"
e (—x+1)+e”
=e “(—r+2)

Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration
oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

fla) =@+ 1)
/(@) = —e~*(a)

f(w) = e (e =1)
f(w) =~z — 2)

Bei der Ableitung wechselt das Vorzeichen. In der Klammer wird die
Zahl heruntergezéhlt. Dann kann man vermuten, dass eine Stamm-
funktion so lautet:

Flz)=—e"(z+2)=¢"(—2—2)

Die Probell! (die Ableitung der Stammfunktion) ergibt f(z).
(b) Die partielle Integration:

wx)=x+1, V(x)=e"
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/(:)3+1)-e_xdx: (:B+1)-(—1)e_x—/1-—e_xda:

6. Extremstellen

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

f@)=0
—e “(x4+1)=0 e’ >0 firreR
r=—1
Bei x = —1 ist eine mogliche Extremstelle.

(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f”(z) # 0
f/(=1) =0und f"(-1) =e*((—=1)=1) = (=2)e 2 < 0, da e” > 0 fiir x € R

Extremstelle:
f(=)=e(-1)+1)=0-e"=0

Der Graph von f hat einen Hochpunkt bei (—1/0).

7. Monotonieverhalten
f( —e "(x+1)

f'(z) >0, x<-1
fl(x) <0, x>-1

=
I

Die Funktion ist im Intervall (—oo; —1) streng monoton steigend und im
Intervall (—1; 00) ist sie streng monoton fallend.

8. Wendestellen
(a) notwendige Bedingung: f”(z) =0

f"(z)

e (xr—1)

0
0 e >0firxelR
1

Bei z = 1 ist eine mogliche Extremstelle.
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(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0
f"(1)=0und f"(1) = —e'(1-2)=e' >0, dae* >0 firr € R

Wendepunkt

QN

f()=et*(1+1)=2e"'==~0,736

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (1]0,736).
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9. Bild

Abbildung 1.4: e=*(x + 1)
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Zu Aufgabe: 1.17
fla) = # (e ~ 1)

1. Der maximale Definitionsbereich

D,=R

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
f(0)=¢€*(0—1) = —e* = —20,0855

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flz) =0

e (r—-1)=0 e’ >0 fir z € R
r—1=0
r=1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0|—20).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie

f(=z) = e (=2 — 1)
# [flz)
# —f(z)

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e** ™ (z — 1) = 400
T—00

Fiir grofle Werte wird die Exponentialfunktion grof§ und = — 1 ebenfalls.

lim e**t(z —1)=0
T—r—00
Fiir kleine x-Werte (grofie negative Zahlen) strebt die Exponentialfunktion
gegen null und zwar schneller als jede Potenzfunktion. x — 1 ist negativ
dann, also strebt die Funktion von unten gegen die x-Achse.
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5. Ableitungen

fla) =z 1)

F(x) = 2623z — 1) 4 €273
— (g — 9) 4 20
_ (2 — 1)

() = 221322 — 1) + €273 . 2
— 2T (4 — 9) 4 26203
— g2t

F7(2) = 46273 4 Qe
= 4e¥13(1 4 27)
= 4e* 322 + 1)

Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration
oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

Ein Faktor bleibt €23, In der Klammer wird der Vorfaktor vor dem z
immer verdoppelt. Was mit der Zahl passiert ist nicht erkennbar. Also
setzen wir fiir die Zahl a ein, leiten ab und bestimmen a so, dass f(x)
herauskommt.

g(x) = (2 + 2a +0,5)
20+ 0,5 =—1
20 = —1,5
a=—0,75

F(x) = ***3(0,5z — 0,75)
Die Probe!ll (die Ableitung von F'(z)) ergibt f(z).
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(b) Die partielle Integration:

uwz)=xz—1, (x)=¢e¢

/(SL’ _ 1) . e2x+3 dSL’ — (SL’ o 1) . O’5€2m+3 o /1 . O’5e2m+3 dl’
= (r —1)-0,5e*T3 —0,25¢*>"+3
= (0,52 — 0,5)e* 3 — 0,25¢%+3
— e2w+3(075x _ 0775>
6. Extremstellen

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

fi(x) =0
23122 — 1) =0 e’ >0 firz e R

20 —1=0

z =05

Bei x = 0,5 ist eine mogliche Extremstelle.
(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(z) # 0

f/(0,5) =0 und f”(0,5) = ' ™(2) = 2¢* > 0, da e > 0 fiir v € R

Extremstelle:
f(0,5) = e*(—0,5) ~ —27,299

Der Graph von f hat einen Tiefpunkt bei (0,5 — 27).

7. Monotonieverhalten

f/(l’) _ 62:8—1—3(23: o 1)
f'(r) <0, <05
f(x)>0, <05

Die Funktion ist im Intervall (—oo; —0,5) streng monoton fallend und im
Intervall (—0,5; 00) ist sie streng monoton steigend.
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8. Wendestellen

(a) notwendige Bedingung: f"(z) =0

f(x) =0
e 3 =0 e >0firzreR
=0

Bei x = 0 ist eine mogliche Wendestelle.
(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0

f"(0) =0 und f”(0) = *(4) > 0, da e” > 0 fiir € R

Wendepunkt
f(0) = e*(—1) ~ —20,0855

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (0[—20).
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9. Bild

30 1

20 1

H
o
!

T

-30 +

Abbildung 1.5: f(z) = e**™3(z — 1)
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Zu Aufgabe: [1.18|
flz) =e*(1—x)

1. Der maximale Definitionsbereich

D,=R

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
f0)=e"(1-0)=1-(1)=1

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flz) =0
e“(1—x)=0e">0firreR

1—2=0

r=1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]1).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie

fl—w) = (1 +2)
e
# ~1(z)

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e*(1 —z) = —o0

T—00
Denn e* wird immer gréfer und zwar schneller als jede Potenzfunktion.
1 — x wird immer kleiner (immer grofere negative Werte — negativ) fiir
groffer werdende x-Werte .

lim e*(1—2)=0

T—r—00
e’ geht schneller gegen null als jede Potenzfunktion. 1 — x ist positiv fiir
negative x-Werte.
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5. Ableitungen

f(z) = (=) +e*(=1)
=e’(—1—x)
=—e"(1+x)

fM(x) = e (=1 —x) +e"(=1)
=e"(—2—1x)
= —e"(2+ 1)

Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration
oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

f(z) =e"(1—x)
f'(x) = e"(0—x)
f'(x) = e (-1 —-x)
f"(@) =e" (-2 - )

Eigentlich bleiben die Terme alle gleich, nur die Zahl wird herunterge-
zahlt.

Die Vermutung liegt nahe, dass man das dann zur Stammfunktion
dann nur hochzdhlen muss:

Die Probe!!! gibt einem recht.

(b) Die partielle Integration:

wz)=1—xz, V(xr)=¢€"
ulz)=1—=z v(x) =e€"
u'(z) =—1 V'(z) =¢"
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/(l—x)-exdx— (1-2) / —1-¢"dx
o+ f

(1—2) e’ dx
=(1—xz)e" +¢€"
= ze®(2 — x)

6. Extremstellen

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =

fi(x)=0
—ze® =0 e >0fiirreR
=0

Bei x = 0 ist eine mogliche Extremstelle.
(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(x¢) # 0

£(0) = 0 und f7(0) = —e°(1+0) = —1 < 0

Extremstelle:
f0)=e"1-0)=1-(1)=1
Der Graph von f hat einen Hochpunkt bei (0|1).

7. Monotonieverhalten

f(z) = —we
f'(x)>0, <0
f(z) <0, x>0

Die Funktion ist im Intervall (—oo;0) streng monoton steigend und im
Intervall (0;00) ist sie streng monoton fallend.

8. Wendestellen

(a) notwendige Bedingung: f”(z) =0

e >0ftirrelR

Bei z = —1 ist eine mogliche Wendestelle.
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(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0
1
f'(=1)=0und f"(-1) = —e 1 (2+(-1)) = —e ' = —= >0 da e’ >0 firr € R

Wendepunkt

QN

f(=1) =e(1—(-1)=2e"'===~0,7358

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (—1]0,7).
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9. Bild

Abbildung 1.6: f(z) = e*(1 — z)

60
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Zu Aufgabe:
f(z) =e™*(1 —2x)

1. Der maximale Definitionsbereich

D,=R

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
f0)=e"(1-0)=1-(1)=1

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flx)=0

e (1 —2x)=0e">0firzeR
1—-2x=0
z=20,5

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]1).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (—0,5|0).

3. Symmetrie

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e™*(1 —22) =0

T—00
Denn e~* néhert sich der null und die Funktion strebt schneller gegen null
als jede Potenzfunktion. 1 —2x ist dann negativ, also néhert sich der Graph
von unten der x-Achse.

lim e (1 —2z) =400

T——00

e~ wird fiir negative Werte immer gréfer, strebt also gegen +oo.
1 — 2z dagegen ist dann positiv, weil Sie in x negative Werte einsetzen.
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5. Ableitungen

flz) = e (1 - 2u)
fiz) = —e™"(1—2z) + e "(-2)
=e “(—1+22)+e"(—2)
=e (=34 2x)
=e (20 —3)
f'(x)=—e"2x=3)+e - (2)
=e " (-2x+3)+e " (2)
=e ¥(—2x+5)
f"(x) = —e" (=22 +5) + e *(-2)
=e *(2x —5)+e "(—2)
=e (20 —T)

Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration
oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

fla) = —e" (22— 1)
fl(@) =e " (22 —3)
f'(x) = —e7"(2z —5)
f"(x) =e"(2x—7)

Bei der Ableitung wechselt das Vorzeichen vor dem e. In der Klammer
wird die Zahl immer um zwei vermindert. Dann kann man vermuten,
dass die Stammfunktion so lautet:

F(x)=e"(2z+1)

Die Probelll (die Ableitung F'(z)) ergibt f(z).
(b) Die partielle Integration:

wz)=1-2z, J'(z)=¢




KAPITEL 1. E-FUNKTION 63

/(1 %) = (1— 22) - (—1)e* — /(—2) ey
— (20— 1)~e‘z—/26_wdx

=2x—1)e " +27"
=2z + 1)
6. Extremstellen
(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

f'(x)
e *(2x — 3)

5

0
0 e >0firxzeR
1,

bei x = 1,5 ist also eine mogliche Extremstelle.
(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(x¢) # 0

f(1,5) =0und f7(1,5) = —e"°(3—5) = 2¢"* > 0, da e* > 0 fiir v € R
Extremstelle:
f(1,5) = —e"?(3 — 1) = —2e"° ~ 0,446
Der Graph von f hat einen Tiefpunkt bei (1,5(0,4).

7. Monotonieverhalten

fl) = e (22 - 3)
fl(x) <0, z<1p5
f(x)>0, x>15

Die Funktion ist im Intervall (—oo;1,5) streng monoton fallend und im
Intervall (1,5; 00) ist sie streng monoton steigend.

8. Wendestellen
(a) notwendige Bedingung: f"(z) =0

f'(x)=0
0

—e *(2x —5) = e’ >0 firzr € R
T =

2,5

Bei x = 2,5 ist eine mogliche Wendestelle.
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(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0
7(2,5) =0 und f”(2,5) = e*°(5-7) = (—2)e*® < 0, da e > 0 fiir x € R
Wendepunkt
f(2,5) = —e**(5 — 1) = (—4)e*® =~ —0,328

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (2,5]—0,3).
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9. Bild

P

Abbildung 1.7: f(z) = e (1 — 2x)
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Zu Aufgabe:
fla) = e (1 - x)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, =R
2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
(a) Schnittpunkt mit der y-Achse:
f(0) = €*(1) = € ~ 20,0855

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flz) =0

e (1 —2) =0e" >0 firv € R
r—1=0
r=1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: (0]20).
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie

f(—x) =e* (1 + 1)
# f(2)
# —f(x)

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim e %3 (1 —2) =0

T—00
Fiir grofle x-Werte strebt die Exponentialfunktion schneller als jede Potenz-
funktion gegen null. Da 1 — x negativ ist, ndhert sie sich der x-Achse von
unten.

—2:(:+3(1 o

lim e x) = +00

r—r—00

Fiir kleine x-Werte (groBe negative Zahlen) wird die Exponentialfunktion
unendlich grofl. Aber ihre y-Werte sind positiv. 1 — z ist dann positiv.
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5. Ableitungen

fla)=e (1~ a)
fl(x) = (=2)e™ (1 —z) + 7> (-1)
e~2H3(_9 4 27) + (—1)e~2+?
e~243(25 — 3)

= —e 2+3(3 — 2g)
f(z) = 272" 13(3 — 22) + (—1)e 13 . (-2)
e 3(6 — dg) + (—1)e 23 . (—2)
e~2H3(6 — 4g) + 2”203
e~2+3(8 _ 47)
f"(x) = (=2)e7(8 — 4a) + (—4)ze®
e H3(—16 + 8x) + (—4)ze* T3
e~2+3(290 + 81)
—e 2 3(20 — 8z)
Eine Stammfunktion kann man entweder mit Hilfe der partiellen Integration
oder durch Erraten erhalten:

(a) Erraten:

fla) =73 (1 —x)
f/(l’) — _e—2x+3(3 o 2$)
f”(.?}) — e—2m+3(8 - 4$)
f”/(l’) o —2x+3(20 8:15)

Ein Faktor bleibt e =23, Der Vorfaktor vor dem dem ,,e-Term* wech-
selt. In der Klammer wird der Vorfaktor vor dem x immer verdoppelt.
Was mit der Zahl passiert ist nicht klar erkennbar. Also setzen wir fiir
die Zahl a leiten ab und bestimmen a so, dass f(x) herauskommt.

G(z) = —e %3 (a — 0,57)

g(z) = 273 (a — 0,52) + (=1)e >3 . (-0,5)
g(xz) = e 324 —x) + e 273 .05
g(x) = e 220+ 0,5 — x)
204+ 0,5=1
2a = 0,5
a = 0,25

F(z) = —*%3(0,25 — 0,52)
Die Probelll (die Ableitung von F'(z)) ergibt f(z).



KAPITEL 1. E-FUNKTION 68

(b) Die partielle Integration:

u(z)=1—2z, (z)=e 2"
u(z) =1—z wv(r)=—05e2"
u'(z)=—-1 (1) =e 2

/(LL’ _ 1) . e—2m+3 dr = (JI o 1) . 07562x+3 _ /1 . 07562904-3 dx

= (x—1)-0,5e*" —0,25¢*"*3
= (0,5x — 0,5)e** "3 — 0,25¢* 3
= e**13(0,5z — 0,25)

6. Extremstellen

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

flz)=0
_e—2z+3(3_2x) =0 e >0firzreR
3—2x=0
r=15

Bei x = 1,5 ist eine mogliche Extremstelle.
(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(z) # 0

f/(1,5) und f"(1,5) =e (8 -6)=¢e"-2=1-2=2>0
Extremstelle:
f(1,5) = e3(—0,5) = (—0,5)e’ = —0,5
Der Graph von f hat einen Tiefpunkt bei (1,5/—0,5).
7. Monotonieverhalten

f/(lli') — _6—2x+3(3 o 21,)
f'(x) >0, <15
fl(x) <0, x>15

Die Funktion ist im Intervall (—oo;1,5) streng monoton steigend und im
Intervall (1,5; 00) ist sie streng monoton fallend.
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8. Wendestellen

(a) notwendige Bedingung: f"(z) =0

f'(x) =0
e (8 —4x) =0 e’ >0 fir v € R
=2

Bei x = 2 ist eine mogliche Wendestelle.
(b) hinreichende Bedingung: f”(zy) =0 und f"(x¢) #0

—4
f"(2) =0und f"(2) = —e '(4) = — <0, dae”>0firz €R

Wendepunkt

f2)=el(-1) = % ~ —0,368

Der Graph von f hat einen Wendepunkt bei (2|—0,4).
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9. Bild

20 1

15+

10 +

P

Abbildung 1.8: f(z) = e 2*13(1 — z)

70
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Zu Aufgabe: [1.21]
fla) = 4

1. Definitionsbereich:
D, =R

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen:

FO)=1+1=2

flz) =0
e"+e =0
et =e" | Exponentenvergleich
r=—x

Diese Gleichung hat keine Losung. Also schneidet die Funktion nie die x-
Achse. Stimmt ja in soweit mit dem Modell iiberein.

(012)
3. Symmetrie:

f(—z)=e"+¢" umsortieren
= f(z)
f ist achsensymmetrisch.

4. Verhalten im Unendlichen:

lim = o0
r—r00

lim = o0
Tr—r—00

Beide Summanden sind immer positiv, einer wird immer unendlich grof,
wenn = gegen + /- unendlich geht.

5. Ableitungen / Stammfunktion:

fle)=e"+e"
fle) =~
f'(x)y=e"+e"
fa) = ¢ -

Daraus ergibt sich eine Stammfunktion sofort:

F(z)=¢"—¢e"
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6. Extrempunkte:

f'(x)=0
e"—e =0
et =e " | Exponentenvergleich
r=—x
2z =
F1(0) =2

Bei (0]2) ist ein Tiefpunkt vorhanden. Da die Funktion achsensymmetrisch
ist, muss dort auch eine Extremstelle sein. Es passt also zusammen.

7. Monotonieverhalten des Graphen:
f(x) #£0, fiirallex € R

Es gilt also:

Die Funktion ist im Intervall (—oo; 0) streng monoton fallend und im Inter-
vall (0;00) ist sie streng monoton steigend.

8. Wendepunkte:

fi(x)=0
e +e =0

Die Gleichung hat keine Losung, siehe oben.

9. Bild
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Abbildung 1.9:

flz)=e"4+e*

73
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1.9 Exponentialgleichungen

Exponentialgleichungen kann man nicht immer 16sen. Es gibt drei Verfahren.
Weil es kein allgemeines Verfahren gibt, muss man sich immer kreativ fiir ein
Verfahren entscheiden. Manchmal kann man eine solche Gleichung auch gar nicht
16sen. Dieser Fall tritt in der Schule bei der Nullstellenbestimmung wohl nicht
auf.

1. Losen mit Hilfe des Logarithmus
2. Vergleich der Exponenten

3. Substitution

1.9.1 Losen mit Hilfe des Logarithmus

Beispiel:
10 = 5-¢%+ | .5
2 = eorl | In, auf beiden Seiten In anwenden
In2) = 3z+1 | —1
In2)—1 = 3z | :3
In@2)-1 _ z
3
01023 = &

1.9.2 Vergleich der Exponenten

Diese Methode funktioniert, wenn die Basen gleich sind (oder gleich gemacht
worden sind) und Sie nur zwei Potenzen haben.

Beispiel:
3z+1 6x—2
dJr+1 = 6z —2

Vergleich der Exponenten
—3x

1.9.3 Substitution

Manche Gleichungen lassen sich mit folgendem Schema losen:
Bei der Substitution wird e” durch z ersetzt (substituiert). Man erhélt eine qua-
dratische Gleichung mit z als Variable.

Es kann wie bei jeder quadratischen Gleichung keine, eine oder zwei Losungen
geben.
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Dann erfolgt die Riicksubstitution. Zu negativen Werten fiir z oder wenn z
null ist, gibt es keine reellen Zahlen als Losung fiir z. Denn e” > 0 fiir x aus den
reellen Zahlen.

Beispiel:
4e? —2e* —2 = 0 | z2=¢% 22 =¢™
422 —22—-2 = 0 | Losen der quadratischen Gleichung
z=1 oder z=-0,5
1. z=1
z =
e =1
= In(1)
=0
2. z=-0,5

e’ ist fiir x € R immer positiv. Also gibt es keine reelle Zahl fiir x, die

eingesetzt den z-Wert ergéibe.

Die Substitution ldsst sich anwenden und fiihrt auf eine quadratische Gleichung,
wenn der eine Exponent das Doppelte des anderen ist:

— €3m

22 — 66:(:

e e —2=0
24+z-2=0
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1.10 Exponentialgleichungen

Aufgabe 1.22

63:2—1—1 o 62m =0

(Losung siehe Seite [77]).
Aufgabe 1.23

4 —5e"—6=0
(Losung siehe Seite [77]).
Aufgabe 1.24

5 —2e" =0

(Losung siehe Seite [77]).
Aufgabe 1.25

" —2e"4+1=0
(Losung siehe Seite [77]).
Aufgabe 1.26

e e —12=0
(Losung siehe Seite [7]]).
Aufgabe 1.27

A —4e" +3e"=0
(Losung siehe Seite [78]).
Aufgabe 1.28

e —5e* 4+ 4=0
(Losung siehe Seite [79]).
Aufgabe 1.29

610x+65x_2:o
(Losung siehe Seite [79]).
Aufgabe 1.30

6390—4 — et =0

(Losung siehe Seite [R0]).
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1.11 Losungen zu den Exponentialgleichungen

Zu Aufgabe:
Losung durch Exponentenvergleich:

63:2—1—1 _ 6232 =0

3Tl — 27 | Exp.-vergl.
3r+1=2x
r=—1

Zu Aufgabe:

4e*® —5e*—6=0
42> - 52— 6=0
z=—-3o0d. z2=2

w
I
)

Es gibt nur eine Losung, weil e* > 0 fiir alle reellen Zahlen gilt. x = In(2).

Zu Aufgabe:
Losung durch Exponentenvergleich:

5% —2e" =0
5% = 2¢"
eln(S) . 63:(: _ eln(2) . eF

eln(5)+3x — eln(2)+m

In(2) — In(5
T
Zu Aufgabe: [1.25]
e"—2e"+1=0 | -e®
eh-e —2e e +e" =0
e —2+e" =0 | z=¢"
2—2+2=0
Z4+2-2=0

z=1o0d. 2= -2

Da e® > 0 fiir alle reellen Zahlen, gibt es nur eine Losung.
x =In(1) = 0.
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Zu Aufgabe:

et e — 12 =0

el e — e —12=0

e —e"—12=0 z=e

ez2—2—-12=0

1 12
2o, _2_y
(& (&
e e
1, 12 1
o) =Ttz
(o L2881
2e 4e?2 = 4e?
1., 49
(=9 = 12
1 7 17
S Y N s
2e 2e 2e 2e
6 8
~ 2 oda = =
TT e MYt T o
3 1
z=——od. z= -
(& (&

4
z=—
€
. 4
e’ = —
€
4
— In(=
=In(")

Zu Aufgabe:
Hier wird die Substitution angewendet und dann ausgeklammert:

z=e"
22 — €2m
2’3 — 63:(:

e — 4 4365 =0
22— 422 432=0
2(22—42+3)=0

78
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79

Die Gleichung ist erfiillt, wenn ein Faktor null ist. Daraus ergeben sich die Lo-

sungen zu:
z=20
=1
z =
e® > 0 fiir x aus den reellen Zahlen.
z=In(1)=0
z = In(3)

Zu Aufgabe: [1.28]
Hier wird wiederum die Substitution angewendet:

2= e

2’2 — 64:(:

e 5?4 4=0

22—5244=0
z=1od. z2=14
eZ:B:l
2z =In(1)
20 =0
xr =
62x:4
2 = In(4)
In(4)
T

Zu Aufgabe: [1.29
Hier wird wiederum die Substitution angewendet:
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e® > ( fir alle x aus den rellen Zahlen:

e =1
Sz = In(1)
=0

Zu Aufgabe:
Losung durch Exponentenvergleich:

63gv—4 — % =
63:(:—4 — e
r—4=x
2v =4

r =2
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1.12 Arbeitsblatter

81



KAPITEL 1. E-FUNKTION 82

1.13 Mutter-Tochter-Kernzerfall

1. Polonium-218 zerfillt zu Blei-214. Sie haben zu Beginn der Messung 10g des
Poloniums. Die chemische Analyse ergibt nach 2 Minuten nur noch 6,351 g
Polonium.

Bestimmen Sie die Zerfallsfunktion und die Halbwertszeit des Poloniums.
Runden Sie Thr Ergebnis auf drei Stellen hinter dem Komma.

2. Das Polonium zerfillt zu Blei. Das Blei seinerseits zerfallt zu Wismut. Die
Zerfallsgeschwindigkeit (g/min) des Bleis ist bei diesem Prozess gegeben
durch:

fa(t) = 2,564 e7*22T — (204 ¢~0-026¢

Bestimmen Sie die Zeitpunkte, wann es keinen Zerfall gibt und wann eine

Abbildung 1.10: f5(t) - Die Zer-
fallsgeschwindigkeit.

minimale Zerfallsgeschwindigkeit vorliegt.

3. Begriinden Sie, dass zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Masse des Bleis null betréigt
und bestimmen Sie die maximale Menge des Bleis.

4. Geben Sie eine Funktion m an, die die Menge des Bleis zu einem Zeitpunkt
angibt.
m : Zeit in Minuten — Menge in g
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1.14 Mutter-Tochter-Kernzerfall — Losung

1. Polonium-218 zerfillt zu Blei-214. Sie haben zu Beginn der Messung 10g des
Poloniums. Die chemische Analyse ergibt nach 2 Minuten nur noch 6,351 g
Polonium.

Bestimmen Sie die Zerfallsfunktion und die Halbwertszeit des Poloniums.
Runden Sie Thr Ergebnis auf drei Stellen hinter dem Komma.

(a) Bestimmung der Zerfallsfunktion:

N(t) = Ny-e ™
t: Zeit in Minuten.
N(t): Menge des Poloniums zum Zeitpunkt t in
Gramm
N(] = 10
N(2) = 6,351

6,351 =10 - e *?

6,351
In | - =-X-2

\ = 0,227

N(t) =10-e %7
(b) Bestimmung der Halbwertszeit

0.5 = 6—0,227t
In(0,5) = —0,227¢
_ —In(2)
- —0,227
t=3,05

Die Halbwertszeit betrégt 3,05 Minuten bzw. 3 Minuten und 3 Sekun-
den.

2. Das Polonium zerfillt zu Blei. Das Blei seinerseits zerfallt zu Wismut. Die
Zerfallsgeschwindigkeit (g/min) des Bleis ist bei diesem Prozess gegeben
durch:

fo(t) = 2,564 70227 — (0,204 ¢~ 0020

Bestimmen Sie die Zeitpunkte, wann es keinen Zerfall gibt und wann eine
minimale Zerfallsgeschwindigkeit vorliegt.
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y
25

05+

-05

Abbildung 1.11:  fy(t) - Die Zerfallsgeschwindig-
keit.

(a) Wenn es keinen Zerfall gibt, ist die Zerfallsgeschwindigkeit null. Es
entsteht gerade soviel Blei aus dem Polonium, wie Blei zu Wismut
zerfallt.

Bestimmung der Nullstelle von f5 mit Hilfe des Exponentenvergleichs:

2,564 =T = 0,294 ¢~ 0%
61n(2,564)—0,2271‘, _ eln(0,294)—0,026t
In(2,564) — 0,227t = In(0,294) — 0,026t
In(2,564) — In(0,294) = (0,227 — 0,026) ¢
In(2,564) — In(0,294)
~ (0,227 — 0,026)
t=10,77
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Die Nullstelle ist bei 10,8 Minuten. Dies sind 10 Minuten und 48 Se-
kunden.
Wann ist die Zerfallsgeschwindigkeit minimal?

Dazu muss das Minimum der Zerfallsgeschwindigkeit bestimmt wer-
den. Da t nicht auf ganz IR definiert ist, sondern nur fiir positive Zeiten,
gibt es eine Intervallgrenze. Dann muss man also noch auf Randextre-
ma untersuchen. Dazu muss man den gefundenen Extremwert mit den
Werten der Intervallgrenze vergleichen.

fa(t) = 2,564 ¢ 02T — (0,204 ¢~ 0020
f3(t) = —0,582 €77 4 0,008 e =002
7(t) = 0,132 %227 — 0,0002 ¢~ 0:026¢

i. notwendige Bedingung: f'(z) =0

f5() =0
—0,582¢ %% 10,008 e~ *0%0f = 0
0,008 0026t _ 0,582 0227t
In(0,008) — 0,026t = In(0,582) — 0,227¢
In(0,008) — In(0,582) = (—0,227 + 0,026) ¢
In(0,008) — 1n(0,582) = —0,201) ¢
t =21,329

Bei t = 21,329 ist eine mogliche Extremstelle.
ii. hinreichende Bedingung: f'(z¢) =0 und f"(z() # 0

fé(21,329) = (0 und fé’(21,329) = 0,0009 > 0
ii. Das Minimum:

£2(21,329) = —0,149
£2(0) = 2,564 — 0,294 = 2,27

Das Minimum wird nach 21,329 Minuten (21 Minuten, 19 Sekun-
den) erreicht und die Zerfallsgeschwindigkeit betragt: —0,149 g/min

3. Begriinden Sie, dass zum Zeitpunkt ¢t = 0 die Masse des Bleis null betrégt
und bestimmen Sie die maximale Menge des Bleis.
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Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist noch kein Polonium zerfallen. Deshalb ist zu dem
Zeitpunkt auch noch kein Blei vorhanden.

M= /0 Fo(t) dt

M = / 2,564 "2 — 0,294 7% i
0

10,775
M = / 2,564 ¢~ "2 — 0,294 e~ "% dt
0
M =755
Die maximale Menge Blei betragt 7,55 g.

4. Geben Sie eine Funktion m an, die die Menge des Bleis zu einem Zeitpunkt
angibt.
m : Zeit in Minuten — Menge in g
2,564 0,294
F(t) = ) —0,227t ) —0,026¢
=o€ 0,026
Die Stammfunktion ist bis auf eine Konstante bestimmt. Wir benétigen

einen Punkt, also die Menge zu einem Zeitpunkt, um die Mengenfunktion
bestimmen zu kénnen.

+c

Zu Anfang t = 0 ist kein Blei vorhanden:

F(0)=0
2564 0,294 ,
— = et 1
~0227  —o026 "¢ e
¢——0,0125

Dies ergibt die endgiiltige Mengenfunktion (siehe Abb: [[L.12):

2,564 6_0’227t + 07294 6—0,026t

£ = — —0.0125
m(t) 0,227 0,026 ’
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Abbildung 1.12: m(t) - Die Menge des Bleis.

87
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1.15 Kettenlinie (Erweiterung)

Wenn man ein Seil durchhéngen 148t, dann kann man das Seil durch folgende
Funktion beschreiben:

f(x)=a-cosh(b-x), a,b>0
cosh(z) = % (e"+e)
sinh(z) = % (" —e™™)

1. Zuerst untersuchen wir die beiden Funktionen sinh und cosh.

(a) Untersuchen Sie sinh und cosh auf Nullstellen. (Losung: [Ial).
(b) Untersuchen Sie sinh und cosh auf Symmetrie. (Losung: [ID]).

(c) Zeigen Sie:
cosh? —sinh? = 1

(Losung: [Id).

Abbildung 1.13:

cosh(z) = (e" +e77)

Die Kettenlinie.

Abbildung 1.14:

sinh(z) = § (e* — e ")
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(d) Zeigen Sie:
sinh’(x) = cosh(x)
(Losung: [@Id).

(e) Zeigen Sie:
cosh’(x) = sinh(x)

(Losung: [Id).

(f) Bestimmen Sie die Ableitung des tanh:

sinh(x)
tanh(x) =
anh(z) cosh(x)
(Losung: [I).
(g) Zeigen Sie: sinh und cosh erfiillen jeweils die Differenzialgleichung:
f'=f

(Losung: [Tg).
(h) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion des sinh folgende Funktion ist:

arsinh(z) = In (a: +Va? + 1)
(Losung: [Ih).

(i) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion des cosh folgende Funktion ist:

arsinh(z) = In (3: + \/ZL’27—1)
(Losung: [I).

2. Zeigen Sie, dass a die tiefste Hohe einer Kettenlinie ist. Beschreiben Sie,
wie sich die Kettenlinie &ndert, wenn b vergréflert oder verkleinert wird.

(Losung: ).

3. Ein Seil soll zwischen zwei Masten gespannt werden. Das Seil hat am tiefsten
Punkt eine Hohe von 20 m. Die beiden Masten, jeweils 22,5 m hoch, haben
einen Abstand von 20 m.

(a) Ermitteln Sie die Kettenlinie k(z) fiir dieses Seil. Zeigen Sie dazu, dass
gilt:
k(z) = 20 cosh(0,05z)
(Losung: Bal).
(b) Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und Mast am Befestigungs-
punkt. (Losung: B1).
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(c) Untersuchen Sie, wie sich die Parameter a und b und der Winkel am
Befestigungspunkt dndern, wenn man das Seil straffer spannt, bzw.
lockerer ldst. (Losung: Bd).

(d) Bestimmen Sie die Lange des Seils.

Fiir eine im Intervall [a;b] differenzierbare Funktion f kann man die
Bogenlinge des Graphen von f berechnen durch:

I(z) :/ab\/l—l—(f’(x))zdx

Benutzen Sie nicht die e-Funktion sondern arbeiten Sie mit cosh und
sinh und benutzen Sie die obigen Beziehungen.

Vergleichen Sie mit einer ersten Abschitzung mit Hilfe des Pythagoras.
(Losung: [Bd).
(e) Die Kettenlinie soll durch eine einfachere Funktion genéhert werden.

i. Nahern Sie die Kettenlinie durch eine quadratische Funktion (h(x)),
welche ebenfalls durch das Minimum und die Befestigungspunkte

gehen soll. (Losung: [3(e)il).

ii. Ndhern Sie die Kettenlinie durch eine quadratische Funktion:
q(z) = az® + ¢

Diese Funktion soll durch die Befestigungspunkte gehen und dort
dieselbe Tangentensteigung wie die Kettenlinie haben. Vergleichen
Sie die Hohe des tiefsten Punktes. (Losung: [3(e)ii]).

iii. Nahern Sie die Kettenlinie durch eine ganzrationale Funktion 4.
Grades n(x), welche ebenfalls durch das Minimum und die Befe-

stigungspunkte gehen soll. (Losung: [3(e)iiil).

iv. Bestimmen Sie eine bessere Niherung der Kettenlinie p(x), indem
Sie die ersten 3 Glieder der Potenzfunktion verwenden. Wie dndert
sich der Winkel am Befestigungspunkt? (Losung: [3(e)iv).

v. Bestimmen Sie jeweils die Giite der Ndherung indem Sie den je-
weiligen Durchhédngepunkt und den Winkel am Befestigungspunkt
untersuchen.

Nehmen Sie abschlielend Stellung.

(Losung: [3(e)v]).



KAPITEL 1. E-FUNKTION 91

Abbildung 1.15:
cosh(z) = % (e" +¢77)
Die Kettenlinie.

Abbildung 1.16:

sinh(z) = 1 (e" —e™™)

1.16 Kettenlinie — Losung

Wenn man ein Seil durchhingen 148t, dann kann man das Seil durch folgende
Funktion beschreiben:

f(z) =a-cosh(b-x), a,b>0
cosh(x) = % (" +e™™)
sinh(z) = % (" —e™)

1. Zuerst untersuchen wir die beiden Funktionen sinh und cosh.

(a) Untersuchen Sie sinh und cosh auf Nullstellen.



KAPITEL 1. E-FUNKTION 92

i. sinh:
1
5 (" —e ) =0
e"—e =0
e =e " | Exponentenvergleich
r=—
20 =0
=0

Der Nullpunkt ist der Ursprung: (0|0).

1. cosh:
1
5 (ex -+ e_w) =0
ef+e =0
e =—e "
ef = —e "

Diese Gleichung kann keine Losung haben, da e > 0 fiir x € R
und andererseits ist die linke Seite immer negativ, kleiner als null.

Zur Aufgabe: [Tal
(b) Untersuchen Sie sinh und cosh auf Symmetrie.
i. sinh:

sinh(—x) = % (e7 —¢")

Um jetzt zu entscheidne, ob eine Achsensymmetrie zur y-Achse
(sinh(—z) = sinh(z)), Punktsymmetrie zum Ursprung (sinh(—z) =
— sinh(z)) oder keins von beiden vorliegt, helfen folgende Uberle-
gungen:

Dazu vergleichen wir die Summanden mit den jeweils gleichen Ex-
ponenten:

e”: beim sinh(z) positives Vorzeichen, bei sinh(—z) ein negati-
ves Vorzeichen. Dann koénnen die beiden Funktionen sinh(z) und
sinh(—z) nicht gleich sein. Eine Achsensymmetrie zur y-Achse
liegt also nicht vor. Jetzt reicht es auf Punktsymmetrie zu un-
tersuchen.

e~": beim sinh(z) positives Vorzeichen, bei sinh(—x) ein negati-
ves Vorzeichen. Die Vorzeichen sind also jeweils vertauscht. Das
spricht fiir die Punktsymmetrie zum Ursprung.
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Dann probieren wir jetzt zu zeigen, dass die beiden Funktionen:
— sinh(z) und sinh(—zx) gleich sind:

Es liegt also eine Punktsymmetrie zur y-Achse vor.

ii. cosh:

Es liegt also eine Achsensymmetrie zur y-Achse vor.
Zur Aufgabe:

(c) Zeigen Sie:
cosh? —sinh® = 1

cosh? — sinh? =

(2+2)

Zur Aufgabe: [Id

(d) Zeigen Sie:
sinh’(z) = cosh(x)
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Zur Aufgabe: [Id
(e) Zeigen Sie:

Zur Aufgabe: [Id
(f) Bestimmen Sie die Ableitung des tanh:

28
o~ 242
tanh(z) — cosh(z) - COShE?Sh_Q(S;;lh(x) - sinh(z)
I
B cosh? ()

Zur Aufgabe: [If

(g) Zeigen Sie: sinh und cosh erfiillen jeweils die Differenzialgleichung:

=
i. sinh:
f"(z) = sinh”(z)
= cosh’(z)
= sinh(x)

= f(x)

94
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1. cosh:

f"(z) = cosh”(z)

sinh’(x

~—

~—

cosh(x

= f(z)

Zur Aufgabe:
(h) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion des sinh folgende Funktion ist:

arsinh(z) = In (x + Va2 + 1)

1
inh e
sinh(z) 2(6 e™")
1 €T €T
y= 3 =)
u=e€"—¢e"
1
2y =e"— — | - e”
61}
2y-e" =€ e =1 | umstellen
0=e*—2y-e"—1 | Seiten vertauschen
e —2-e"—1=0 | e" =z

So ergibt sich eine quadratische Gleichung:

22 —2yz =1
(z—y)* =1+4y°
z—y==+1+1y?

y—v1+y?oder z=y++/1+9? | Riicksubstitution
y JE—

z

e’ = V1+y?odere’ =y+1+y2 | In
r=1In (y— \/l—l—y2> oder z = In <y+\/1+y2) | Vertauschen von z und y
= n(x—\/1+x2> odery:ln<x+v1+x2)
Da gilt:

xr = Va2, fir x >0
gilt erst recht:

r<V1+ a2
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kann man von diesem Ausdruck nicht den Logarithmus nehmen. Dar-
um gibt es nur eine Funktion als Losung:

arsinh(z) = In (:17 +V1+ x2>

Zur Aufgabe: [[h
(i) Zeigen Sie, dass die Umkehrfunktion des cosh folgende Funktion ist:

arcosh(z) = In (a: + m)

1
h — — (= —x
cosh(x) 5 (e"+e™™)
1 x —T
Y= 3 (e +e )
2y=¢e"4+e°
1
2y =e"4+ — | -e”
efE
-’ =e€"-e" +1 | umstellen
0=e* —2y-e“+1 | Seiten vertauschen
¥ —2y-e"+1=0 | e® =z

So ergibt sich eine quadratische Gleichung:
22—z = —1
(2 —y)* = —1+4y°
z—y==+y—-1+192
z—y=+y*—1
c=y—/y? —loder z=y+y2—1 | Riicksubstitution
" =y—/y>?—1lodere® =y++/1y2—1 | In
r=1n <y — \/y27—1) oder z = In (y + \/y27—1> | Vertauschen von = und y
yzln(x—\/m) odery:ln<x+m>

Vom cosh kann man nicht einfach so eine Umkehrfunktion bilden. Zu
einem y-Wert gibt es immer zwei x-Werte. Oder mathematisch: die
Ableitung von cosh(z) muss immer grofler (oder kleiner) als null sein,
damit man die Umkehrfunktion bilden kann.

Hier muss man vom rechten und linken Ast die Umkehrung getrennt
angeben.

arcosh(z) = In (:c + Va2 — 1) ., y>0
arcosh(z) = In (1’ —Va? — 1) ., y<o0
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y
/ 27
/ 1+
b t t +—6 t t t b t t +—o t t t t
-4 -3 -2 -1 9] 2 3 4 x -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x
1+ 14
24 24

34+ 3
4 4
Abbildung 1.17: Abbildung 1.18:

arcosh(z) = In (z £ V1 + 2?) arsinh(z) = In (z + V22 + 1)

Dann muss ja eigentlich gelten:
In <m+\/x2 - 1) =—In (m— Va2 — 1)

Dies ist auch so, wie folgende Rechnung zeigt:
-1
—1In (a?—\/xz — 1) =In ((1’— Va2 — 1) )
1
) | Erweitern mit x + v22 — 1

T —Vax? -1

r+va2—1
(z — Va2 —1)(z + V22 —1)

(
(
(—

) | 3. Binomische Formel

Zur Aufgabe: [
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2. Zeigen Sie, dass a die tiefste Hohe einer Kettenlinie ist. Beschreiben Sie,
wie sich die Kettenlinie éndert, wenn b vergroflert oder verkleinert wird.

Bei dieser Aufgabe muss man zwei Dinge tun. Das lokale Minimum suchen
und zeigen, dass es auch das absolute ist.

Alternative I
f(x) =a-cosh(b- x)
f'(z) = ab - sinh(b - )
0 = ab-sinh(b- z)
0=bx
0=z
Alternative II

f(x) =a-cosh(b-x)
f'(z) = ab - sinh(b - )

=ab- 1 (ebx - e_bx)

2
0:ab-l(ebx e b:”)
2
0= ebr _ o
et = et | Exponentenvergleich
—bx = bx
—r=x
0=2z
0==z

£"(0) = ab® cosh(b - 0)

= ab2% (eb'o + e‘b'o)

1
=ab’> >0 | laut Voraussetzung: a,b > 0
Dies muss auch das absolute Minimum sein, denn es gibt nur eine Extrem-

stelle und der Definitionsbereich sind alle reellen Zahlen. Es gibt also keine
Liicken.

Rechts von der Null, also fiir alle x-Werte grofier als null, ist die Steigung
positiv, also steigt f(x).

Links von der Null, also fiir alle x-Werte kleiner als null, ist die Steigung
negativ, also sinkt f(x). Zur Aufgabe:
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3. Ein Seil soll zwischen zwei Masten gespannt werden. Das Seil hat am tiefsten
Punkt eine Hohe von 20 m. Die beiden Masten, jeweils 22,5 m hoch, haben
einen Abstand von 20 m.

(a) Ermitteln Sie die Kettenlinie (k(x)) fiir dieses Seil. Zeigen Sie dazu,
dass gilt:
k(x) = 20 cosh(0,052)

Es gelten folgende Bedingungn:

k(0) = 20
k(10) = 22,5
k(—10) = 22,5

Da cosh(x) symmetrisch zur y-Achse ist, ist die letzte Information
iiberfliissig. Wir verwenden zur Bestimmung der beiden Parameter a
und b die ersten beiden Gleichungen:

k(x) = a- cosh(b- x)
1

k(x) = ag (" + &)
Die erste Gleichung ergibt:
k(0) =20
k(0) = a% ("0 +e7"9)
20 = a%(l +1)
20=a
Die zweite Gleichung ergibt:
k(10) = 22,5

1
k(lo) — 205 (eb-lo + e—b~10)

225 = 20% (€10 + 71

2,25 = el0b 4 o100

1
__ 100
2,25 =€ + N
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Um diese Gleichung zu l6sen, substituieren wir: z = e!%:
1
2,25 =2+~ |2
2
2,252 =22+ 1

22 —-225-24+1=0
z = 1,64 oder z = 0,61

Die Riicksubstitution:

10b

e’ =z
10by = In(2)
10b; = In(1,64)
106, = 0,5

by = 0,05
106 = In(0,6)
10by = —0,5

by = —0,05

Die beiden Funktionen sind natiirlich identisch:

1

kl (I) 205 (60,051‘ 6—0,051‘)
1

]{ZQ(LU) = 205 (6_0’05:8 + 60’05x)

Oder endgiiltig:

k(x) = 20 cosh(0,05z)
k‘(l’) 10 (60,0590 + 6—0,05:(:)

Zur Aufgabe: Bal

(b) Berechnen Sie den Winkel zwischen Seil und Mast am Befestigungs-
punkt.

Die Funktion ist symmetrisch, also reicht es, wenn wir uns nur den
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rechten Punkt anschauen.

k() = 10 (2057 4 ¢005)
K (x) =10 (0,05 €*% — 0,05 e~"%7)
= 100,05 (2957 — =005
= 0,5 (005 — ¢0.057)
F(10) = 0,5 (20510 — ¢=0.0510)
=0, (60’5 — 6_0’5)
= 0,521
tan(a) = 0,521
a = arctan(0,521)
a = 27,5°

27,5° ist der Winkel zwischen der Tangente und dem Boden. Um den
Winkel zwischen Mast und dem Seil zu bestimmen muss man das
Dreieck Tangente, Boden und Mast betrachten. Die Winkelsumme im
Dreieck ist 180°, der Mast steht senkrecht (8 = 90°) auf dem Boden.
Also ist der Winkel zwischen Seil und Mast ~:

a+ 3+~ =180°
B=180° — a — ~
£ =180° — 27,5° — 90°
8 =62,5°

Der Winkel zwischen Seil und Mast betrigt 62,5°. Zur Aufgabe:

(c) Untersuchen Sie, wie sich die Parameter a und b und der Winkel am
Befestigungspunkt dndern, wenn man das Seil straffer spannt, bzw.
lockerer ldst. Wenn das Seil straffer gespannt wird, wird der Win-
kel zwischen Seil und Mast am Befestigungspunkt grofier. Gleichzeitig
héangt das Seil nicht mehr so durch. Das Seil hebt sich in der Mitte an.
Wenn sich das Seil anhebt, dann veréndert sich der y-Achsenschnittpunkt.
Da die Kettenlinie immer durch den Punkt (0|a) geht, wird a also gro-
Ber.

Um zu entscheiden, welche Auswirkung auf den Parameter b das Straf-
fen hat, schauen wir passiert, wenn b vergrofiert wird bei einem belie-
bigen x-Wert:
Alternative 1

k(z) = a - cosh(b - z)

Wir untersuchen nur den rechten Ast. Das ist ok, weil k(x) symme-
trisch ist und somit unserer Uberlegungen ohne Probleme auf den lin-
ken Ast iibertragbar sind.
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Wenn b vergrofler wird, wird auch bz gréfier. Damit wird in den cosh
ein grofferer Wert eingesetzt. Damit wird aber dann auch der y-Wert
von k(z) groBer. Also wird die Funktion steiler.

Alternative IT Hier untersuchen wir, was passiert, wenn man den

x-Wert festhélt, aber b verandert. Wir leiten - bei festem z - nach b
ab:

k(x) = a - cosh(b - x)

ka) = 5 (7 + ™)
dk _ 2 br 7 —bx
=3 (be be )
— b?a (ebx o e—bx)

>0, weila,b>0

Wenn b vergroflert wird, dann werden die y-Werte zu entsprechenden
x-Werten auch grofier. Die Funktion wird steiler. Wenn das Seil straffer
wird, muss umgekehrt b kleiner werden.

Zur Aufgabe: Bd
Bestimmen Sie die Léange des Seils.

Fiir eine im Intervall [a;b] differenzierbare Funktion f kann man die
Bogenlinge des Graphen von f berechnen durch:

I(z) = /ab\/1+ (f/(x))* dx

Benutzen Sie nicht die e-Funktion sondern arbeiten Sie mit cosh und
sinh und benutzen Sie die obigen Beziehungen.
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Vergleichen Sie mit einer ersten Abschitzung mit Hilfe des Pythagoras.

0,05z —0,05x

( +e )
0,05z —0,05z
( + )

0 cosh(O 052)

20 - 0,05 sinh(0,05x)
= sinh(0,05x)

10

l= V1 + (sinh(0,05x))2 da
—10

10
= / (cosh(0,05z))* dx | cosh? — sinh? = 1
~10

k

T

T

l\.’)l\.’)

k(x
K (z

()
k(x)
()
()

10

= {0705 (0,05:5)} »

= (20 sinh(0,052)]"%, =220 sinh(0,05 - 10)
=104 — (—10,4)
=20,8

Wenn Sie die rechte Seite des Seils als Dreieck mit den Seitenléingen:
[/2, 10m und 2,5m auffassen:

1/2 = /102 + 2,52
[ =2/102 + 2,52

= 20,6

Sie schétzen das Seil soweit ganz gut.
Zur Aufgabe: Bdl

(e) Die Kettenlinie soll durch eine einfachere Funktion gendhert werden.

i. Nahern Sie die Kettenlinie durch eine quadratische Funktion (h(x)),
welche ebenfalls durch das Minimum und die Befestigungspunkte
gehen soll.

Eine quadratische Funktion, die symmetrisch ist, hat zwei Para-
meter:
h(z) = az® + ¢

Dann werden auch nur zwei Gleichungen benétigt.

h(0) = 20
h(10) = 22,5
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Ergibt dann folgende Gleichungen:

c=20
a-10>+c=225

c=20
a = 0,025
h(x) = 0,0252° + 20
Zur Aufgabe: |3(e)i

Néhern Sie die Kettenlinie durch eine quadratische Funktion:
q(z) = ar* + ¢

Diese Funktion soll durch die Befestigungspunkte gehen und dort
dieselbe Tangentensteigung wie die Kettenlinie haben. Vergleichen
Sie die Hohe des tiefsten Punktes.

Es werden nur zwei Gleichungen benéotigt.

q(10) = 22,5
¢'(10) = k'(10)
— 0,521

Ergibt dann folgende Gleichungen:
a-10°+c¢=225

2a-10 = 0,521
a = 0,026
¢ = 19,90

q(z) = 0,0262% + 19,9
Der tiefste Punkt liegt bei dieser Ndaherung etwas zu hoch. Zur
Aufgabe: [3(e)ill
Néhern Sie die Kettenlinie durch eine ganzrationale Funktion 4.
Grades n(x), welche ebenfalls durch das Minimum und die Befe-
stigungspunkte gehen soll. Eine ganzrationale Funktion 4. Grades,
die symmetrisch zur y-Achse ist, hat drei Parameter:

n(z) = ax* + ba* + ¢

n(0) = 20
n(10) = 22,5
/(10 = K(10)

— 0,521

= dax® + 2bx
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Dies ergibt folgende Gleichungen:

c=20
a-10"+0b-10* +c =225
4a-10% 4 2b-10 = 0,521

Diese haben als Losung:

a = —0,0001
b=0,224
c=20

n(z) = 0,00001z" + 0,0242% + 20
Zur Aufgabe: [3(e)iii

iv. Bestimmen Sie eine bessere Naherung der Kettenlinie p(x), indem
Sie die ersten 3 Glieder der Potenzfunktion verwenden. Wie &ndert
sich der Winkel am Befestigungspunkt?

k’(l’) =10 (60,05:(: + 6—0,0590)
Die ersten Terme der Potenzfunktion von e® ist:
T 1 2
e :1+1£L’+§SL’ —+ ...
1
e =1 40,052 + 5(0,0595)2 + ...

1
=14 0,052 + 0,001252%...e %% =1 — 0,052 + 5(—0,05x)2 + ...
=1 - 0,05z 4 0,0012522...

Eingesetzt ergibt dies:

l{:(x) - 10 (60,05m + 6—0,05m)
p(z) =10 (1 + 0,05z 4 0,001252° + 1 — 0,05z + 0,0012527)
=10 (0,00252” + 2)
=0,0252% + 20

p(0) = 20
p(10) = 22,5
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Die Punkte stimmen iiberein. Der Winkel muss noch untersucht
werden:

p(z) = 0,0252% + 20
'(x) = 0,05z
P(10) =05
tan(a) = 0,05
o = 26,6°

Der Winkel zwischen Seil und Mast betréigt also 63,4°. Zur Auf-
gabe: Ble
. Bestimmen Sie jeweils die Giite der Ndaherung, indem Sie den je-
weiligen Durchhidngepunkt und den Winkel am Befestigungspunkt
untersuchen.

k(x) - 10 (60,05x + 6—0,05:(;)
h(z) = 0,0252% + 20
q(z) = 0,0262% + 19,9
n(x) = 0,00001z* + 0,0242% + 20
p(z) = 0,0252% + 20
Funktion | Durchhidngepunkt| Winkel

k(x) |20 62,5°

h(x) |20 63,4°

q(x) 19,9 62,5°

n(x) |20 62,5°

p(x) |20 63,4°

Nehmen Sie abschlieBend Stellung.
Die Winkel stimmen bei allen Ndherungen einigermaflen iiberein.
Die Néherungen sind insoweit alle gleich gut.
Weiter Untersuchungsméglichkeiten zur Klassifizierung der Giite
einer Ndherung sind:

e Die maximale Differenz zur Kettenlinie.

e Der Seillingenunterschied.

Zur Aufgabe: [3(e)v]
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1.17 Grenzmatrix

Wir untersuchen wie sich bei folgender stochastischen Matrix die Grenzverteilung

einstellt:
0,5 0,2
M = < 0,5 0,8 )

1. Zeigen Sie, dass Sie M auch als Produkt schreiben konnen:

M =S8DS™!

o (0502 _ (2 1) (1 0N 1/1 1
“\os08) 5 -1 003) 7\5 -2

Wenn Sie den Leistungskurs besuchen, iiben Sie bitte auch nochmal die
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren.

2. Bestimmen Sie nun die Grenzmatrix und Grenzverteilung:

G = lim SD*S™*

n— oo

3. Gehen Sie aus von der Verteilung (1/0)*. Bestimmen Sie dann eine Funktion
fiir die x-Komponente und fiir die y-Komponente.

4. Nach wievielen Schritten ist die Differenz der x-Komponente zu der der
Grenzverteilung kleiner als 0,0017

5. Bestimmen Sie den Wachstumsfaktor fiir die x-Komponente.
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1.18 Grenzmatrix — Losung

05 02
M= ( 0,5 0,8 )

1. Zeigen Sie, dass Sie M auch als Produkt schreiben konnen:

M = SDS™!

M= 05 02\ (2 1 (10 Y
- \05 08 /) \5 —1 0 0,3 7T\H -2
2. Bestimmen Sie nun die Grenzmatrix und Grenzverteilung:

G = lim SD*S!

n— o0

e (100
s D _(o 0)

Damit ergibt sich die Grenzmatrix:

1/2 2
1 rg—-1 _ —
o= Jmsrs =2 (3 7)

3. Gehen Sie aus von der Verteilung (1/0)T. Bestimmen Sie dann eine Funktion
fiir die x-Komponente und fiir die y-Komponente.

e (5)=(2 5 ) (6as) 20 %) (6)
(3 4)-(o o )5 ()
:%<§ —11)x<5(1)3w)
(3

4. Nach wievielen Schritten ist die Differenz der x-Komponente zu der der
Grenzverteilung kleiner als 0,17

—

2 2
0,00l =(=+5-03" ] —=
(7rs05) 5

0,001 =5-0,3"
10g073(0,001) - 5,7

Nach 6 Schritten wird die Differenz von 0,001 unterschritten.
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5. Bestimmen Sie den Wachstumsfaktor fiir die x-Komponente.

2 5
flz) = st 0,3*
_ % n g . on(03)z
_ ; + g (i)
_ ; . g e~ (3)e
Der Wachstumsfaktor ist dann: In (%) =1,2.



Kapitel 2

Differenzialgleichungen

Manchmal ist das Wachstum einer Funktion verkniipft mit der Funktion selber.

Beispiel: In einem Wald leben Woélfe und Schafe. Die Wolfe leben nur von
den Schafen und die Schafe werden nur durch die Wélfe gegessen. Es gibt zwei
Extremsituationen: Wenn es viele Wolfe gibt und wenn es sehr wenige Wolfe gibt:

1. Viele Wolfe:
Dann werden viele Schafe gegessen und die Schafe dezimieren sich schnell.
Die vielen Wélfe haben bald nicht mehr genug zu essen und verhungern.

2. Wenige Wolfe:
Die Wolfe essen wenige Schafe. Die Schafe konnen sich daraufthin vermehren.
Die Wélfe finden genug Nahrung und werden sich auch vermehren.

Das Wachstum der Anzahl der Wélfe ist also abhéngig von der Menge der Wolfe
und Schafe.

Eine Gleichung, in der eine Ableitung einer Funktion vorkommt, nennt man
Differenzialgleichung (DGL). Die einfachste Diffenzialgleichung ist:

f'(@) = f(x)
Diese Differenzialgleichung war die Motivation der Einfiihrung der e-Funktion.
flz) =€

Um eine Differenzialgleichung zu lésen, muss man (geschickt) raten. Es gibt keine
Losung zu jeder denkbaren Differenzialgleichung. Man unterscheidet die einzelnen
Formen und fiir einzelne Typen von Differenzialgleichung hat man Losungsstra-
tegien entwickelt.

Beispiele fiir Differenzialgleichungen lassen sich in der Natur und damit in der
Physik oft finden.

1. Bei Abkiihlungsvorgingen ist die Abkiihlung eines Stoffes (die Steigung der
Temperaturkurve) umso grofier, je grofler die Differenz zur Umgebung ist.

110
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100° heifles Wasser kiihlt bei Zimmertemperatur schneller auf 90° ab, als
40° heifles Wasser.

2. Eine Stroménderung (Ableitung der Stromfunktion) erzeugt in einer Spule
einen Strom (Dynamo)

3. In der Thermodynamik gibt es keine absolute Warme, sondern nur Wér-
medifferenzen (Ableitungen

Wir werden die Differenzialgleichungen benétigen, um die verschiedenen Wachs-
tumsarten zu unterscheiden.

1. exponentielles Wachstum
2. beschranktes Wachstum
3. logistisches Wachstum

In den folgenden Abschnitten werden aus Differenzialgleichungen die entspre-
chenden Funktionen hergeleitet. Dazu wird f (und z) jeweils als eigenstdndige
Variable betrachtet. Es gilt:

Oder in Kurzschreibweise:

/617 dx = 322

dann gilt aber auch fiir die Variable f:

/6fd:)::3f2
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2.1 Exponentielles Wachstum

fi(x) = kf(x) k>0
d
ol
df = kf dx

%df =kdx

Integrieren auf beiden Seiten:
In(|f]) =kx+c

|f| — ekx-i—c ceR
fl= ek e

fla)=a e jaf = e

f(z)=a-e™ aeR

2.2 Beschrinktes Wachstum

f'(x) = k(S = f(x))

df
1 oo = k(S =1)
CST:—ﬂdf:kdx

(=1)In(|S = f]) = kz + ¢
In(|S — f|]) = —kz — ¢

R
S—f=a-e= a€R
S —ae k= f

flz)=8—a-e*

2.3 Logistisches Wachstum

Fiir die Herleitung wird die Partialbruchzerlegung benutzt. (Die Herleitung ist in
der Regel eher ein erweiterter Stoff.)

11 S—f fS—f+f S

PSS TS TTE-F FS-H F5-D
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f'@) =k f(z)- (5= f(x))
df

L k(s (5= )
df
——— =kdx
f-(5=1)
1
———df =kdx
Fe-n?
1 1 1
df = kdx
s(7rssy)
1 1
4+ d Sk dx integrieren
Pt f = g
In(| f]) + In(|S — f|) = Ska + ¢
f
ln< S f') Skx +c
' f ‘ _ eSk:c—i—c
f Sk
— eC -e x 60 — b
w u
Si—f = b et b € R, deswegen fallen die Betragsstriche weg.
S=f 1 ke _1
7 ;e a=y
S
Z _1=a —Skx
S
S sk
—=a- T+1
S
S
a 6—Skx+1 f
S
flx) =

a-e ke 41

a kann bestimmt werden mit f(0):

S
__1:a.€—k5m
f

S

= _1=aqa- e—kSO

f(0)

S
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Damit wird die endgiiltige Funktion zu:

s
sy = 1) ek

£(0)

fla) =
(

2.4 Chemische Reaktion

Wir betrachten zuerst eine spezielle Reaktion zweier Molekiile, die miteinander
zu einem neuen Produkt reagieren:

A+B— AB

Die Reaktionsgeschwindigkeit ist dann sicherlich abhéngig von der Konzentration
der Molekiile vom Typ A. Wenn Sie wenig Molekiile von A haben, dann haben
Sie auch wenige Reaktionen. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist gering.

Die Reaktionsgeschwindigkeit ist sicherlich auch abhéngig von der Konzen-
tration der Molekiile vom Typ B. Wenn Sie wenig Molekiile von B haben, dann
haben Sie auch wenige Reaktionen. Die Reaktionsgeschwindigkeit ist auch dann
gering.

Die Reaktionsgeschwindigkeit ist also proportional zu der Konzentration der
Molekiile vom Typ A und vom Typ B:

v~ [A]
v~ [B]

Die eckigen Klammern um A bedeuten: die Konzentration des Stoffes A. Bei B
genauso.

Dies bedeutet, dass die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zum Produkt
der Konzentrationen von A und B ist:

v =k[A] - [B]
k ist der Proportionalitatsfaktor.
Andererseits gilt:
_dlA]l _ _dB]
o dt dt

Wenn die Konzentration abnimmt (negative Steigung) ist die Reaktionsgeschwin-
digkeit grofl und positiv. Daher kommt das Minuszeichen.
Wenn nun A und B derselbe Stoff sind:

A+A—>A2
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v~ [A]?
v = k[A)?
d[A]
o dt

Dies ergibt die Differenzialgleichung;:

d[A]

—= = = HAP

Zuerst werden die A’s alle auf die linke Seite gebracht und das dt auf die rechte:

_dAl
Ay~ ket

Dann wird jeweils die linke Seite integriert und die rechte:

1

— =kt+C
[A]
oder aufgelost nach der Konzentration:
1
=[A
kt+C (A

Dies ist eine verschobene Hyperbel: 1/x. Sie schneidet die y-Achse bei der An-
fangskonzentration: 1/C.
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2.5 Aufgaben zu Differenzialgleichungen

Aufgabe 2.1
Zeigen Sie, dass f die Differenzialgleichung erfiillt.

flx) =4e
fl(x) =4f(x)
(Losung siehe Seite [[17).

Aufgabe 2.2
Zeigen Sie, dass f die Differenzialgleichung erfiillt.

fla)=e"
f"(x) =16 (x)

(Losung siehe Seite [T17]).

Aufgabe 2.3
Zeigen Sie, dass f die Differenzialgleichung erfiillt.
fla)=e™
flx) = =2f(x)
(Losung siehe Seite [I17).
Aufgabe 2.4
Zeigen Sie, dass f die Differenzialgleichung erfiillt.
f(z) =10 — e
f'(@) =2(10 = f(x))

(Losung siehe Seite [T17]).
Aufgabe 2.5
Zeigen Sie, dass f die Differenzialgleichung erfiillt.

3
1) = igew

fl@) =2f(x)(3 = f(x))
(Losung siehe Seite [[17]).
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2.6 Losungen

Zu Aufgabe: 2.1]

f(z) =4e€"
f(x)=4¢"
=4f(x)
Zu Aufgabe:
fla) =¥
f’(m) _ 4€4m
f”(l') =16 6496
=16/ (z)
Zu Aufgabe:
fla)= e
flla)=—2e7
= —2f(x)
Zu Aufgabe: 2.4
f(z) =10 — e**
fla) = —(=2)e*
= 2¢e*

2(10 — f(z)) =2 (10 — (10 — "))
=2(10 — 10+ ¢72%))
=2(e™))
=2e*

= f'(z)

117
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Zu Aufgabe:

3
M) = igew
=3 (1+2¢7%)"
, —3-(—12)e"
xr) =
J'(w) (142 6_650)2
36
(14 2e62)?

2f(2)3 = f(z)) =

3 3
—9._ 2 (32
1426762 ( 1+2e—6m)

6 3(1 +2e767) 3
_1+2e—6r'( 1+2e6e _1+2e—6w)
6 3+ 6e 67 3
_1+2e—6r'(1+26—6w_1+2e—6r)
6 3+6e5" -3
_1+2e—6x'( 1+2e6e )

[ 36e6"

_<1+2€_6x)
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Wachstumsprozesse

In diesem Kapitel untersuchen und vergleichen wir die verschiedenen Arten des
Wachstums.

1. Exponentielles Wachstum
2. Beschrianktes Wachstum

3. Logistisches Wachstum

An alle diese Wachstumsfunktionen werden verschiedene Bedingungen an ihre
Steigung (1. Ableitung — Wachstum) gestellt. Darum heiflen diese Funktionen
Wachstumsfunktionen. Zur Herleitung aus den Differenzialgleichungen siehe Kap.

2 21 22 und 23

3.1 BeschranktesWachstum

Bei einem beschrinktes Wachstum hat das Wachstum eine Sattigung, also eine
obere Schranke. Siehe Abb. B2

Die obere Schranke nennt man die Kapazitét S.

Die Wachstumsrate ist proportional zur Differenz zur Schranke. Also je kleiner
der Abstand zur Schranke S, desto weniger wichst die Funktion. Je grofler der
Abstand, desto stirker wéchst die Funktion. Beim negativen Wachstum, also
Zerfall, fallt die Funktion zur Schranke hin.

Das beschrinkte Wachstum kann durch folgende Funktion beschrieben wer-
den:

flxy=8S—a-e* aecRkeR,
Wenn a negativ ist, dann ist die Funktion fallend. Dann ,fallt der Graph auf die
Schranke*.

Zur Herleitung der Funktion aus der Differenzialgleichung siehe Seite 12|

Beim beschrianktem Wachstum gibt es drei Parameter: S, @ und k. Die Schran-
ke kann man manchmal erraten, dann muss man nur noch a und k& bestimmen.

119
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Yy
100 +

80 —+

40 +

20 +

Abbildung 3.1: Exponentielles Wachstum: f(x) = e”

Yy

10 +

5
f f O f f
-10 -5 O 5 10 X
5 1
_10 £
Abbildung 3.2: Beschrinktes Wachstum:

f(z) =10 — 5e7%3%. Die obere Schranke ist bei 10.
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-10 -5 D 5 10 X

Abbildung  3.3: Logistisches ~ Wachstum:
f([lf) = 2"‘(10_22.)% oder f([lf) = H;%.

Die obere Schranke ist bei 10. Die untere bei null.

Im folgenden werden zwei wesentliche Aufgabentypen mit jeweils einer Bei-
spielaufgabe vorgestellt.

3.1.1 a und k, y-Achsenabschnitt gegeben

Beispielaufgabe:
Eine beschriankte Wachstumsfunktion geht durch die Punkte (0|2) und (3|6). Die
Wachstumsgrenze liegt bei 10.

Losung:

f)=8—ae™™

Da Ihnen der y-Achsenabschnitt gegeben ist, fangen wir damit auch an. Denn die
Null ist immer etwas besonderes.

=S—ae
=S—-a
2=10—a
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Nun muss nur noch k£ bestimmt werden aus dem anderen Punkt:

f(3)=6
6=10—8e " | -10
—4=—8e | :(-8)
g _ ok
0,5=e"* | In
In(0,5) = —3k | :(-3)
In(0,5)
-3 -
0,231 =k

f(x) =10 — 8e—0,231k

3.1.2 a und k

Beispielaufgabe:
Eine beschrinkte Wachstumsfunktion geht durch zwei beliebige Punkte (2|4) und
(5/6). Die Wachstumsgrenze liegt bei 10.
Losung:
flx)=8—ae™

Diesmal bestimmen wir zuerst das k:
Sie haben zwei Punkte, also auch zwei Gleichungen:

f2)=1
6

Zahlen auf eine Seite bringen:

6 ae 2k
4 = qe ok

Der einfachste Weg ist nicht etwa jetzt mit dem Logarithmus und seinen Gesetzen
zu arbeiten, sondern die beiden Gleichungen durch einander zu teilen. Sie erhalten
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dann eine Gleichung;:

6 e 2k
4 ook
g _ o2k 5k
175 — €—2k+5k
1,5 = e
In(1,5) = 3k
In(1,5)
) — kf
3
0,135 =k

Jetzt ist die Funktion bis auf das a bestimmt:
f(z) =10 — ae %135

Nun muss nur noch a bestimmt werden aus einem der beiden Punkte:

f(2)=4
4=10—ae "2 | -10
—6=—a-0,763 | :(-0,763)
7,86 =a

f(z) =10 — 7,86 %135®
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3.1.3 Parameter

Der Einfluss der Parameter S, a und k soll in diesem Abschnitt untersucht werden.
In Abb. B.4- sind Bilder zu verschiedenen a und k& Werten gezeichnet.

f)=8—ae ™™

1. S:
Wenn Sie S vergréflern, dann verschieben Sie die Funktion entlang der y-
Achse nach oben, wenn Sie S verkleinern, dann verschieben Sie die Funktion
entlang der y-Achse nach unten.

2. k:
Zur Erinnerung, das beschrinkte Wachstum wurde durch die Differenzial-
gleichung definiert:

f(@) =k fx)- (5= f(x))

Je grofler k ist, desto grofler ist die Steigung, desto steiler ist das Wachstum
der Funktion.
Die Verinderung von k verédndert den y-Achsenabschnitt nicht.

3. a:

Die Verdnderung von a ist am schwersten zu verstehen. Sofort einsehbar ist,
dass a den y-Achsenabschnitt bestimmt.

f0)=5-a

Nun untersuchen wir die Funktionsvorschrift f(x). Fir diese Untersuchung
soll der Einfachheit gelten, dass a > 0 ist.

flx) =8 —ae™ | a = (@)
=5 — @) gmhe | Potenzgesetz: a” - a™ = o™
— 5 — (ke | Umstellen
= S — ¢ hatin(a) | k ausklammern
= § — e k(=t=R) | —k ausklammern
R

Sie sehen, dass eine Vergroflerung von a eine Verschiebung der Funktion um

@ nach rechts bedeutet.
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y
w0} 0,8
0,4
0,1
ST 0,05

o
R‘
1
(6]
O
o -
R
(@]
X

Abbildung 3.4: S =10, a =38,
k = 0,05, 0,1, 0,4 und 0,8. k ist an
den Kurven gekennzeichnet.

Je grofler k ist, desto steiler ist der
Graph.

|
o
O
o
[
o
X

2 4 68

Abbildung 3.5: S =10, k =04,
a=2,4,6 und 8.

a ist an den Kurven gekennzeichnet.
Je grofler a ist, desto kleiner ist der
y-Achsenabschnitt.

10+

125

L & & &£

Abbildung 3.6: S =10, k =1,

a=e¢" e, et eb.

a ist an den Kurven gekennzeichnet.
Es gibt eine gleichméflige Verschie-

bung um 2 nach rechts.
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3.2 Logistisches Wachstum

Das Logistische Wachstum beschreibt das Wachstum unter idealen Bedingungen.
D. h. es gibt eine obere Grenze und eine untere Grenze. Die Funktion sieht aus
wie ein liegendes ,,S¢. Siehe Abb. B3l Folgende Bedingungen werden gestellt:

1. Es gibt eine obere Schranke G oder S.

2. Der Wachstum f’(¢) ist proportional zu:

(a) f(2)
Das heifit, die Funktion kann keine Nullstelle haben. Wire irgendwo
y = 0, dann wiren f’(x) und alle weiteren Ableitungen an der Stelle
null.

Je kleiner der y-Wert der Funktion, desto kleiner die Steigung. Die
Funktion néhert sich also ,nach links* der null.

(b) der Kapazitét: S — f(t).
S ist die obere Schranke, so wie bei den Funktionen des beschrinkten
Wachstums. Je mehr sich die Funktion der Schranke néhert, desto
weniger wéchst sie, so dass sie sich asymptotisch der Schranke néhert.

f@)=k(f(t)- (S=f(1), kSeR,
Daraus ergibt sich dann die Funktion. Es gibt verschiedene Darstellungen der
Funktion, die jedoch immer dasselbe bedeuten:

1

' —kSt (S _
14e (m 1)

S ist die obere Schranke / Grenze. f(0) ist der y-Achsenabschnitt, k ist der Wachstumsfaktor.

ft)=5

S
0= e

S ist die obere Schranke / Grenze. a = f(0) ist der y-Achsenabschnitt, k ist der Wachstumsfaktor.

e Oder die obige Gleichung umgeformt:

aS
a+ (S —a)e Sk

S ist die obere Schranke / Grenze. a = f(0) ist der y-Achsenabschnitt, k ist der Wachstumsfaktor.

ft) =

Zur Herleitung siehe Seite

Achtung Wenn Sie unten im Nenner eine 1 stehen haben, dann steht im Z&hler
die Grenze S. Wenn unten eine von 1 verschiedene Zahl steht, dann steht dort das
a und oben aS. Sie miissen dann erst durch a teilen, um die Grenze zu erhalten.
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3.3 Wendepunkt

In diesem Abschnitt soll der Wendepunkt der logistischen Funktion berechnet
werden. Dies kann auf zwei Wegen geschehen.

1. Sie benutzen die Differentialgleichung der logistischen Funktion

2. Sie berechnen von der 2. Ableitung die Nullstelle.

3.3.1 DGL

In diesem Abschnitt benutzen wir die Differenzialgleichung um den Wendepunkt
zu bestimmen.

Wir werden umgekehrt zu sonst zuerst den y-Wert errechnen und dann an-
schlieend den x-Wert bestimmen.

Die Differenzialgleichung der logistischen Funktion:

f'(@) =k f(x)- (5= f(x))

Diese leiten wir nun mit Hilfe der Produktregel ab:

(@) =k f(x) - (S = f(x)) + k- fx)- (=f(2))
=k fl(z)- (5= [f(=) -k f(2)f(z)
=k f(z)(S = f(z) - f(2))
=k fi(2)(S =2 f(z))

Dieses Produkt wird null, wenn einer der Faktoren null ist. Dies kann aber nicht

f'(x) sein.

S—2-f(x)=0
S=2-f(x)
S
§:f(55)

Der y-Wert des Wendepunktes ist die Hélfte von S:

_5
yw—2
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Anschlieflend bestimmen wir den x-Wert aus der logistischen Funktion:

f(xw)zg

S

1+
a
(S —a) o Skr _
a
—Skx a
c  S—a
a
—Skx =1
Skx n(S—a)
T _hl(sia)
Sk
In (5=2
_m()
Sk

3.3.2 Funktion
In diesem Abschnitt berechnen wir die Wendestelle aus der 2. Ableitung.

asS

flo) = a+ (S —a)e Sk

g — —a8S - (=Sk) - (S —a)e 5k
f() (a+ (S — a) e=Ske)?
akS*(S — a) e~k
(a+ (S —a) 6‘5’“”)2

. ) — S3ak2€—Skx((S o CL)e—Sk:c _ CL)
/@) (a+ (S —a) e—sm)?)
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Wenn die 2. Ableitung null sein soll, dann muss einer der Faktoren im Zahler null
sein. Da gibts nur einen:

(S —a)e™ —a=0

(S —a)eF =q

—Skx a
c  S—a
a
—Skx-ln(s_a)
T = _ln(Sia)
Sk

Nun muss man ,nur” noch das Vorzeichenkriterium anwenden und dann um den
y-Wert zu berechnen das ganze in die Originalfunktion (f(z)) einsetzen ...
Dieser Weg ist deutlich komplizierter.
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3.4 Aufgaben zum Wachstum

Aufgabe 3.1
Ein Glas Wasser kommt aus dem Kiihlschrank (0°C) und steht bei Raumtempe-
ratur (20°C) auf dem Tisch. Nach 2 Minuten messen Sie eine Wassertemperatur
von 5°C.

Geben Sie eine Temperaturfunktion an.

f)y=8—ae*

(Losung siehe Seite [[32)).

Aufgabe 3.2

Von einem beschranktem Wachstum mit der vermuteten Grenze 8 sind Thnen
zwei Punkte gegeben: (2[4) und (4|6). Geben Sie die dazugehorige Funktion des
beschréankten Wachstums an.

(Losung siehe Seite [[33)).

Aufgabe 3.3

Von einem beschranktem Wachstum mit £ = 0,1 sind IThnen zwei Punkte ge-
geben: (2]|4) und (5]6). Geben Sie die dazugehorige Funktion des beschrinkten
Wachstums an.

(Losung siehe Seite [[34]).

Aufgabe 3.4

Die obere Schranke einer logistischen Wachstumsfunktion sei 6. Die Funktion geht
durch die Punkte (0]2) und (2]4).

Bestimmen Sie die Funktion.

(Losung siehe Seite [34).

Aufgabe 3.5

Gegeben ist eine logistische Wachstumsfunktion:

12

@)= 1+ 3e24=

Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu x = 0 und die Differenzialgleichung
an.

(Losung siehe Seite [[35)).

Aufgabe 3.6

Gegeben ist eine logistische Wachstumsfunktion:

10

@)= 2 + 4e~0.52

Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu x = 0 und die Differenzialgleichung
an.

(Losung siehe Seite [I30]).
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Aufgabe 3.7

Bestimmen Sie aus der Differenzialgleichung des logistischen Wachstums die 2.
Ableitung in Abhéngigkeit von f(x).

(Losung siehe Seite [[36]).

Aufgabe 3.8

Gegeben ist eine logistische Wachstumsfunktion:

B 2
Cl4eT

()

Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu x = 0 und die Differenzialgleichung
an.

Bestimmen Sie dariiberhinaus die Wendestelle mit Hilfe der Ableitungen.
(Losung siehe Seite [137]).
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3.5 Losungen

Zu Aufgabe: B.1]
Ein Glas Wasser kommt aus dem Kiihlschrank (0°C) und steht bei Raumtempe-
ratur (20°C) auf dem Tisch. Nach 2 Minuten messen Sie eine Wassertemperatur
von 5°C.

Geben Sie eine Temperaturfunktion an.

fit)y=5—ae™

Die obere Schranke der Temperatur ist die Raumtemperatur mit 20°C.
Zuerst bestimmen wir das a:

kt

f(t)=20—ae”
f(0)=0
0=20—ae*®
=20—ae’
=20—a
a =20

f(t) =20 —20e"

Jetzt muss noch das k£ bestimmt werden. Dazu bendtigen wir den zweiten Punkt:

f(2)=5
5=20—20e2k
—15 = —20e 2k
15 =202k
15
g 2 —2k
59~ 20¢

f(t) =20 — 20 0144
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Zu Aufgabe:
Von einem beschranktem Wachstum mit der vermuteten Grenze 8 sind Thnen
zwei Punkte gegeben: (2[4) und (4|6). Geben Sie die dazugehorige Funktion des
beschrinkten Wachstums an.

Wir haben zwei Punkte und erhalten daraus ein Gleichungssystem mit zwei

Gleichungen.
8—ae? = 4
8—ae ™ = 6
Wir bringen jetzt wie immer alle Zahlen auf eine Seite:
4 = qe %
2 = qge

Die einfachste Art das a zu eliminieren und eine Gleichung mit einer Unbekannten
(ndmlich das k) zu erhalten, ist, beide Gleichungen durch einander zu teilen:

9 — o2k (~4k)
9 — p—2k+4k)
2 = 2
In(2) = 2k
In(2
oy
k =~ 0,347

Nun koénnen wir anschliefend das a aus einer der beiden Gleichungen von oben
bestimmen:

4 — g e—20.347
4=a-05
8=ua
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Zu Aufgabe:
Von einem beschranktem Wachstum mit & = 0,1 sind IThnen zwei Punkte ge-
geben: (2]|4) und (5]6). Geben Sie die dazugehorige Funktion des beschriankten
Wachstums an.

Wir haben zwei Punkte und erhalten daraus ein Gleichungssystem mit zwei

Gleichungen.
S—ae %2 = 4
S—ae %P = 6
S—ae 9?2 = 4
S—ae % = 6

S—a-08 = 4
S —a-0,61 6

Dies ist ein einfaches Gleichungssystem mit der Losung:

S=118
a=95

flzr) =118 =95 %"

Zu Aufgabe: 3.4
Die obere Schranke einer logistischen Wachstumsfunktion sei 6. Die Funktion geht
durch die Punkte (0]2) und (2[4).
Bestimmen Sie die Funktion.

Aus den Angaben weifl man sofort: a = 2, S = 6. k muss aus dem weiteren
Punkt ermittelt werden:

S
flo) = 1+ (E—1)e sk
4:ﬁ |z =2,5=6,a=2
1—|—26_12k:§
1+2e—12’“:§ | -1
26_1%:% | 2
6—12k:% | In

—12k =In (%) | In(a : b) = In(a) — In(b)
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—12k =1In(1) — In(4)

—12k = 0 — In(4)
12k = In(4)
In(4)
k: pu—
12
k=012
6
1) = T geom
Zu Aufgabe:
flo) = — 22
= 1+ 3e24=

Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu = = 0 und die Differenzialgleichung
an.
S

flz) = 1+ (% — 1) e~ Skx

Da im Nenner des Bruches eine 1 steht, ist im Zahler die obere Schranke gegeben.
S =12

3=—-1
a
12
4= —
a
12
a=—
4
a=3

Die Bestimmung von k erfolgt durch den Exponenten der e-Funktion:

—Sk=-24
12k = —2.4
k=02

1. Die obere Schranke ist 12.
2. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist (03).

3. Die Differenzialgleichung lautet:

fx) =022~ f(z)) f(z)
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Zu Aufgabe:

10
@)= 2 + 4e~0.57
Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu x = 0 und die Differenzialgleichung
an.
asS
f(z)

T a+ (S — a)e=Sk=

Da im Nenner des Bruches keine 1 steht, ist der Zahler gleich a - .S. a wird zuerst
bestimmt, das ist die einzelne Zahl im Nenner: a = 2

Damit ergibt sich aus dem Zéahler S = 5.

Die Bestimmung von k erfolgt durch den Exponenten der e-Funktion:

Sk =-24
5k =05
k=01

1. Die obere Schranke ist 5.
2. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist (0]2).

3. Die Differenzialgleichung lautet:
f'(x) = 0,1(5 = f(x)) f(x)
Zu Aufgabe: B.7 Die Differenzialgleichung der logistischen Funktion:
fl(@) =k f(z)- (S = f(x))

Diese leiten wir nun mit Hilfe der Produktregel ab:
f'@)=k-f(x)- (S = fl@) + k- fz) (=f(2))
=k fl(x) - (5= f(x) = k- f(z)f'(x)
Dann ersetzen Sie f'(z) durch k - f(z) - (S — f(z)):
@)=k (k- f(x) (S—f(x) (S~ f(x) =k flx) (k- flz) (S— f()))

=k f(2)(S = f(@)((S = f(x)) — f(2))
=k f(@)(S = f(2))(S =2 f(z))
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Zu Aufgabe: 3.8
2

Geben Sie die obere Schranke, den y-Wert zu x = 0 und die Differenzialgleichung
an.
Bestimmen Sie dariiberhinaus die Wendestelle.

B aS
a+ (S —a)eSke

f ()

Da im Nenner des Bruches eine 1 steht, ist a =1
Damit ergibt sich aus dem Zéahler S = 2.
Die Bestimmung von k erfolgt durch den Exponenten der e-Funktion:

—Sk=-1
2k = —1
k=05

1. Die obere Schranke ist 2.
2. Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist (0[1).

3. Die Differenzialgleichung lautet:
fl@)=05(2- f(z)) f(z)

Alternative 1

2
o) = 1
/ —2- (_€_x>
fx) = Ure
o 2e"
e
() = —2e (1 +e™)? -2 e‘_x 2(1+e*)(—1)e"
(1+e @)
271+ eT) —2e772(—1)e”
- (14+e)3
L 2et—2e T 44
B (1+e2)3
—2e T 427

(1+e®)3
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Alternative 11

f'(x) =

2
l1+e=®

=2 (=€)

2e7"
2e7"
e 4 2e 41
2
e*(e™2r +2e 4+ 1)
2
—2(—e™ " +¢e")
(e7® 4+ 2 + e7)?
—2(e* — e ")

- (7% 4+ 2 + e7)?

—4(sinh(x))

- (e7® + 2+ e7)?

notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle: f”(z) =0

f(z)=0
—2e " +2e* 0
FEEE

—2e " +2e =0
et e =0

T — _p2

—r = -2

=0

Bei z = 0 ist eine mogliche Wendestelle.
Damit eine Wendestelle bei x = 0 nachgewiesen ist, mufl zusétzlich noch an
der Stelle f”(0) ungleich null sein. Oder wir benutzen das Vorzeichenkriterium.
Hier wenden wir das Vorzeichenkriterium an, denn die dritten Ableitung

macht gerade nicht so viel Freude.

F'(=1)=0,182>0

£'(1) = —0,182 < 0

Es liegt ein Vorzeichenwechsel von + nach - vor. Bei z = 0 hat f(z) die grofite
Steigung und damit bei (0|1) einen Wendepunkt.
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Damit jetzt auch noch die grofite ,,Steigung® nachgewiesen ist, muss an der
Stelle nicht nur ein Wendepunkt sein, sondern zusétzlich auch die Steigung positiv
sein, sonst wiére es ja eine Abnahme:

An der Stelle x = 0 befindet sich ein Wendepunkt und die Steigung ist positiv.



Kapitel 4

Integrationsverfahren

Nicht zu jeder Funktion gibt es eine Stammfunktion. Selbst, wenn es eine Stamm-
funktion gibt, muss man leider oft raten.

In diesem Kapitel werden Thnen drei Verfahren dargestellt, um zu integrieren.
Je nach Funktion funktioniert vielleicht das eine oder andere Verfahren:

1. Die partielle Integration
Die ,,Umkehrung” der Produktregel.

2. Die Substitution
Die ,,Umkehrung” der Kettenregel.

3. Die Partialbruchzerlegung
Man versucht hierbei einen komplexen Bruch in zwei Briiche aufzuspalten,
die man dann integrieren kann. (Umkehrung der Bruchaddition).

Der Aufbau des Kapitels ist unabhéngig von den anderen Kapiteln. Das heift
fiir Sie, dass Sie nicht unbedingt schon alle Funktionen kennen. So kénnten Sie
die partielle Integration auch ohne die Kenntenis der Exponentialfunktion oder
der Logarithmusfunktion erlernen. Und spiter die Ubungsaufgaben mit der e-
Funktion, bzw. dem Logarithmus l6sen.

140
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4.1 Die partielle Integration

Bei der partiellen Integration versucht man die Ableitungsregel Produktregel zur
Integration auzunutzen.
Zur Erinnerung die Produktregel:

(u(@) - g(x)) = u'(2) - v(z) +u(x) - ' (x)
Diese werden wir nun umstellen und anschliefend eine Seite integrieren.

(u(z) -v(2))" = W'(z)-v(z)+ulz)-o'(x) | —u'(r)- o)

(u(z) - v(x)) —d(x) -v(x) = u(z)- v (x) | Seiten tauschen
u(x)-v'(x) = (u(@)-g(@)) —u'(z)-v(z)

Jetzt werden beide Seiten integriert:

Ju(@) - v'(@)de = [(u(z)- v(z)) —u(z) v(z) déE
Jute)-vlade = ) o)y ule) o
Ju(z) -V (z)de = wu(x)- v(x)de— [ (z)- v
Was hilft uns dies bei der Integration?
Nun, dies ist eine Moglichkeit, ein Integral umzuformen. Wenn man also die
Stammfunktion einer Funktion, welche ein Produkt ist, nicht finden kann, so
kann man obige Beziehung benutzen. Diese Gleichung hilft einem nur, wenn man
das entstehende Integral 16sen kann.
Es folgen vier Beispiele. Eins leichtes mit Polynomen, ein leichtes mit der
e-Funktion, ein komplexeres ohne e-Funktion und eins mit der In-Funktion.
Allgemein kann man sagen, dass man meistens z" als u(x) wéhlt.

1.

x)

f@) ==z (z+5)*
Auch hier ist die ,richtige“ Wahl der Funktionen fiir u(z) = x und o'(x) =
(z + 5)? wichtig.

u(r)=1 '(z)=(z+5)?

/x~(x—|—5)2dx:x-%(m+5)3—/1~%(x+5)3dx
1
v 3(:c—|—5)

Das Integral rechts ist losbar, also war die Umformung hilfreich beim Inte-
grieren.

1
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Es gibt zwei Anmerkungen:

(a) Anmerkung: die Integration von (x +5)? funktioniert hier nur deshalb
so problemlos, weil vor dem x eine 1 steht:
2 L1 3
(b) Anmerkung: hier gilt: F'(0) # 0. Bestimmte Integrale sind kein Pro-
blem, denn Sie haben ja eine Stammfunktion. Aber, wenn Sie die
Stammfunktion mit einem CAS vergleichen, erhalten Sie mit dem CAS
eine andere Stammfunktion, welche dann durch (0|0) geht.

2.
fla)=c-e
Auch hier ist die ,,richtige* Wahl der Funktionen fiir u(x) = x und v'(z) = €*
wichtig.

u(r) =x v(x) =e€"

u'(z) =1 v'(z) =¢"
/x-exdx:x-ex—/l-exdz
/a:-emd:c:x-em—e:”

/x-emd:c = (z+1)e”
3.

flz) =2 -vVao+2
Bei ,, geschickter Wahl der Funktionen u(z) = x und v'(z) = vx + 2:

u(z) =z v(z) = (2/3)(x +2)*?
1 v(z)=vVa+2
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Der ,, Trick®“ ist, dass sich jetzt das rechte Integral berechnen lasst:

N

2 2 3
/x-\/x+2dx:x~—(x+2) —/1~§(x+2)5dx

3
3 2 2 5
/a:-\/x+2da7:x-—(x+2)2—g-g(x+2)2
2 : 4 5
/a:-\/:r+2da7::):-§(:)s+2)3—1—5(93+2)2

Jetzt kann man das Integral noch weiter zusammenfassen, bis die Stamm-
funktion ,,schick® aussieht:

Vo +2dr = (x+2)%
/

(e +2)%)
/:c-\/mdx: ((x +2)%) (:cﬂ—i(xw))
((e+2)%)

B s 10x151 4(i5+ 2)
/x-\/md:c— (x+2)2 ( 5 )
/:)3 Va+2dr = ((:)3+2)%) <6$1; 8)

Die Rechnung sieht ein wenig aufwéndig aus, aber wenn man es ein paar
mal gemacht hat ...

Vor allen Dingen ist die Rechnung hier sehr wuselig wegen der Wurzel-
funktion. Da ist das kommende Beispiel schon angenehmer, wenn man den
Logarithmus schon kennt.

4. 5 1
fla) = =@+ 2) -
u(z) =z und v'(z) = In(x)
u(z) =x+2 v(z) = In(x)
u'(z) = V() =1/z

/(x—i—Q)é dr = (2+2) ln(m)—/ln(x) dr = (z+2) In(z)—(x In(z)—z) = 2In(z)+o
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4.2 Aufgaben zur partiellen Integration ohne e-
Fkt

Aufgabe 4.1
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

(@) = a(z+3)?

(Losung siehe Seite [[45]).
Aufgabe 4.2
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

fl@) = (22 +3)*

(Losung siehe Seite [140]).
Aufgabe 4.3
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = 2(—2 +3)?

(Losung siehe Seite [147]).
Aufgabe 4.4
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

flz)=xzvVz+3

(Losung siehe Seite [[48).

Aufgabe 4.5
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = 2(—2x + 3)

(Losung siehe Seite [[49).
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4.3 Losungen

Zu Aufgabe: 4.1]

F(:)s)::):-%(:)34—3)3—/1-%@4—3)30[:)3
1 , 11 \
:x1~§(x+3) —1-§(x+3)
=@t 3)°(4z — (z + 3))
1 3
= Lo+ 86 - 3))
= L+ 3 1)

Bitte beachten Sie, dass F'(0) # 0 gilt!
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Zu Aufgabe:

flx) =22z +3)*
F(z)==x- 110(293+3) /1 i(2:17+3) dx

10
1 1 1 1
= - 2
x 10(x+3) 106 2(:)3+3)

110 (22 +3)° (x — %(% + 3))

130(293 +3)P(122 — (22 + 3))

1
= 152 +3)°(10z — 3)

Bitte beachten Sie, dass F'(0) # 0 gilt!
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Zu Aufgabe:

= E(m +3)3(52 — 3))

Bitte beachten Sie, dass F'(0) # 0 gilt!
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Zu Aufgabe: 4.4
flz)=zvVz+3

u(z) =1, '(x)=(z+ 3)%

2 2
F(r) =22 (a +3)} —/g(er?))%dx
2 2 2
=o- S +3)F -2 (e +3)
2 ' 4 5
=z §<x+3)%—1—5(x+3)a
2
:E(az+3)%(5x—2(9§+3))
2
:B(x+3)%(3x—6)
2 .
:g(:):+3)%(x—2)
Bitte beachten Sie, dass F'(0) # 0 gilt!
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Zu Aufgabe:

6
—r —(— .. (=2
x 6( 2z +3) =3 4( x+3)
—1 1
— —— (=2 3 -9 4
x 6( x4+ 3) 48( r+3)
— 1
=2 4—88(—2x+3)3——8(—2x—|—3)4
1
= 4—8(—21' + 3)*(—8x — (—2x + 3))
1 3
= 4—8(—236—1—3) (—6x — 3)

Bitte beachten Sie, dass F'(0) # 0 gilt!
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4.4 Aufgaben zur partiellen Integration

Aufgabe 4.6
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(2) = (@ +2)e"

(Losung siehe Seite [152]).

Aufgabe 4.7
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(zx) = (4z + 2)e** >

(Losung siehe Seite [[52)).

Aufgabe 4.8
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) =xze™

(Losung siehe Seite [[52)).
Aufgabe 4.9
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = 4we"

(Losung siehe Seite [[53).
Aufgabe 4.10
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = 2%€"

(Losung siehe Seite [[53]).

Aufgabe 4.11
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(@) = (z+5)%"?

(Losung siehe Seite [154]).

Aufgabe 4.12
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = 8(3z + 5)2***0

(Losung siehe Seite [I55]).
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Aufgabe 4.13
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

fl@)=(—z+5)%"

(Losung siehe Seite [156]).

Aufgabe 4.14
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

flx)=zvxr+1

(Losung siehe Seite [I57]).

Aufgabe 4.15
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

flz) =a2v2x+1

(Losung siehe Seite [I57]).

Aufgabe 4.16
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

fa(x) = 2™

(Losung siehe Seite [158]).

Aufgabe 4.17
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

(Losung siehe Seite [[59).
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4.5 Losungen

Zu Aufgabe:

= (x+2)e" —e€”
=(x+1)e"
Zu Aufgabe: 4.7
F(z) = (dz + 2)e®

u(fl?) = 4:1:' + 2’ ,U/(x) — 63:(:+5

€3x+5

W =

UI(ZL') — 63:(:—1—5

4 2 4
/(4x +2)e3* P dr = L63x+5 _ / §e3x+5 A

3
4o + 2 4
= aj?:'_ ew _ §63w+5
_ we&c-{%
9
Zu Aufgabe: 4.8
f(x) =ze™
u(r) =x, V(r)=e"
U(J}) =T U(J}) = ¢ 7
u'(xr) =1 V(x) =e"
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/:B-e_xdx:—x-e‘x—/l-—e_xda:
:—x~e_m+/e_mdx

=—ze " —e"
=(—z—1)e"
=—(z+1e"
Zu Aufgabe:
f(z) = dwe™®
u(z) =2, V'(r)=4e*
u(z) =x v(x) = -2
u'(z) =1 V() = de”

/x de By = —x -2 — / 1-—2e 2 dx

= —2re % 42 / e 2 dx

2x 2x

= —2xe " —e
=(—2r—1)e >
=—(2z+ 1)
Zu Aufgabe:
fla) =ae"
Hier muss man die partielle Integration zweimal durchfiihren.
u(z) =22, V(z) =¢€"
u(z) = 2 v(r) =€°
u'(z) = 2 V'(x) ="

/1’2'6xdl’:l’2'6x—/21’-6xd1'

= 2xe” — 2/1’6”” dx
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Nebenrechnung:
[ ze® dz wird bestimmt.

uwlz) =z, V(r)=¢€"
u(r) =x v(x) =e€"
u'(z) =1 v'(z) =¢"
/x-emdx:xf:”—/emdx
=zxe’ —e"dx
=e"(x—1)dx

Einsetzen:

/xz-exdx:a?2-ex—/2x-exdx
:xze“’—Q/xexdx
= 2% — 2e"(x — 1) dx

=e*(2® — 20+ 2)

Zu Aufgabe: 4.11]
f(@) = (z +5)%"**
Hier muss man die partielle Integration zweimal durchfiihren.

u(z) = (x +5),  (x) =t

Nebenrechnung:
[ (x4 5)e"*3 dz wird bestimmt.

u(z) = (x+5), o(r)=e""
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u(z) = (z +5) v(z) = "3

/(:):+5)-ex+3da:: (x+5)-ex+3—/ex+3d:)s

= (v +5)e"™ — " dy

= "2 4+ 4) do

Einsetzen:
/(93 +5)%- " dr = (z +5)*- " — /2(:5 +5)-e" P dr

= (x4 5)%" 3 —2 /(a: +5)e" ™ dx

= (x4 5)%" — 2" (x + 4) dx
= e"(2* + 8z + 17)

Zu Aufgabe:
f(z) = 8(3x + 5)%e* 0

Hier muss man die partielle Integration zweimal durchfiihren.

u(z) = 3z +5)2,  '(z) = 8e* T

/8(3x+5)2 . 6218—1—6 dr = 4(325'—'—5)2 . 62w+6 o /24(3$+5) . 62:2—1—6 dx
= 4(3$ + 5)262x+6 o 24/(31, + 5)62x+6 dr

Nebenrechnung:
[ (3z 4 5)e?* ¢ dz wird bestimmt.

u(z) = Bz +5), V(x)=e*""
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/(3;3 + 5) o246 10 — 0’5(31, + 5) .2z t6 / 1’562504—6 dx

=0,5(3z + 5)e* 10 —0,75e** 0 dx
= ¥ *5(1,52 + 1,75) dx

Einsetzen:

/8(3:)3 +5)%- ¥ 0 dy = 4(32 4+ 5) - 20 — 24 /(3;1; +5) - X0 dx

= 4(3x + 5)%e** 0 — 24e*75(1 52 + 1,75)
= 4(3x + 5)%e** 0 — 2 F5(367 + 42) dx
= e*"0(362” + 842 + 58)

Zu Aufgabe:
f(x) = (=2 +5)%"

Hier muss man die partielle Integration zweimal durchfiihren.

u(z) = (—z+5)% V(r)=e"

Nebenrechnung:
[(=z + 5)e™" dz wird bestimmt.

uw(x)=(—z+5), V(x)=e€e"
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/(—x+5)~e‘md:c: —(—x+5)-e_x—/6_xdx

=—(—xz+5)-e"+e " dx
=e¢ (r—4)dx

Einsetzen:

[reor e rar=—aro? e =2 [(cass) e

=—(—x+5)% " — 2" (z — 4)
-

=e (=2 + 8z — 17)
Zu Aufgabe: 4.14]

2 5

=z (z+1)%% - @+ 1)2
4

= —(x+1)3/2——(:c+1)g
15
2 4

= D2 (o — —(z+1

412 (3o- o +1)

Zu Aufgabe:

2% — 102 4 25)%e™" — e " (22 — 8)
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u(z) =z v(z) = (1/3)(2x + 1)%?
1

uW(z) =1 v'(z) =2z +1)?
1 3/2 1 3
x-\/2x+1dm:x~§(2x+1) — §(2m+1)2dm
1 1 1
:x~§(2x+1)3/2—§-5(2x+1)g
1 1 5
:x-§(2x+1)3/2—ﬁ(2a7+1)5
r 2x+1 3
=|z- 21 +1)3/2
(3 15 )( z+1)
(b5 2x+1 3/2
—(15 T )(2x+1)
3r—1
= 27 + 1)3/2
0 (2z+1)
Zu Aufgabe: 4.16
folx) = 2™
uwlz)=xz, V(r)=e"
u(r) =x v(z) = (1/a)e™
u'(z) =1 V'(x) = e™

1 1

— . _ _ _pux
a a
1 1

— . e _2€a:c
a a
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Zu Aufgabe: 4.17
fa(z) = (z —a)e”

w(z) = (r—a), V(x)=¢"
u(x) = (r —a) v(r) =€"
u'(z) =1 V'(z) = €”




KAPITEL 4. INTEGRATIONSVERFAHREN 160

4.6 Aufgaben zur partiellen Integration mit In

Aufgabe 4.18
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(x) =z In(z)

(Losung siehe Seite [I61]).

Aufgabe 4.19
Bestimmen Sie eine Stammfunktion: (Diese Aufgabe kann man auch mit der
Substitution loesen.)

f(x) =1In(z) - In(z)
(Losung siehe Seite [162]).

Aufgabe 4.20
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(z) = v - In(z)

(Losung siehe Seite [162]).

Aufgabe 4.21
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

f(2) =2 - In(x)

(Losung siehe Seite [I63]).

Aufgabe 4.22
Bestimmen Sie eine Stammfunktion:

fz)=2"-In(x) neRzx#-1

(Losung siehe Seite [[63).
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4.7 Losungen

Zu Aufgabe: 4.18

z-In(x)der =z(rln(z) —z) — [ 1-zln(x) — zdz

/ /
:x(:cln(a:)—x)—/1~xln(x)dx+/xd:c
=z(rn(z) —x) — / 1-xlIn(x)dx + %:ﬁ

Das Integral auf der rechten Seite wird auf beiden Seiten addiert, dann fillte es
rechts weg und links ist es doppelt vorhanden:

2- /x ‘In(z) dr = z(xIn(x) — z) + %xz

1
2. /x ‘In(x)dr = 2*In(x) — 2 + 51'2
1
2. /x ‘In(x)dr = 2% In(x) — §:B2
L, L,
x-In(z)dr = 3% In(z) — -z
1 1,

F(z) = §:B2 In(z) — 1%
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Zu Aufgabe:

/ In(z) - In(z) do = In(z)(z In(z

zln(z) —x) — [ In(z) — 1dx

In()(
In(z)(zln(z) —z) — (xIn(z) — x — x)
(In(x))? — xIn(z) — xIn(x) + 22
(In(x))?* — 2z In(x) + 22

n(x

\\
H»—t
%3
E

T
8

=

Zu Aufgabe:
f(z) =z - In(z)

2
u(z) = gx% = v(z) In(x)
/ o 1 / _ l
u'(x) = a2 v'(z) .
2 2 1
/\/E In(x) dx = gx% In(z) — / gx% g dx
= %xé In(z) — / %xé dx
2 : 4
= gxg In(x) — §x3
B 622 In(x) — 4z°
B 9
3
Fla) = 222 (31n(x) — 2)
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Zu Aufgabe: 4.21]
f(x) =2 - In(z)

u(z) = %x?’ = v(z) In(x)
u'(r) = 2? v'(z) = %
/9:2 “In(x) dx = %x?’ In(z) — / %x?’ : %da?
= %x?’ In(z) — / %xz dx
= %x?’ In(x) — %x?’
~ 32°In(z) — a?
= 3 5
27 (3In(z) — 1)
F(z) = 9
Zu Aufgabe:
f(z) = 2" - In(x)
(@) =ln() o) =
wa = S n+1

n—+1 n—+1 T
1 i 1
n—i—lx (z) /n—i—lx *

1 1 1
:—xn+1 Il(]}) . x’ﬂ-ﬁ-l
n—+1 n+1 n+1

_ 1 n+1 1 n+1
B A G e v
n+1 41 1
— n+1] R
(n+1)2 n(z) (n+1)2x
1

2" ((n+1) In(x) — 1)

 (n+1)2

163
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4.8 Die Substitution

In manchen Fillen kann man durch Umkehrung der Kettenregel integrieren. Dies
nennt man , Integration durch Substitution®.

In diesem Abschnitt werden wir den Bruch g—fc als Ableitung der Funktion z(z)
ansehen. Der Kehrwert des Bruches: fl—i ist dann die Ableitung der Funktion z(z),
der Umkehrfunktion.

Beispiel:

1
flx) = S(sz +3z)* - (42 + 3)
Dies ist eine Funktion multipliziert mit der inneren Ableitung:

F(z) = (22* + 32)°
Wie geht man nun systematisch vor?

f(z) = 2z +3)*

5
/ (2z + 3)" dx
2

1. Wihle Sie einen Term als z. Die Wahl sollte so erfolgen, dass die entstandene
Funktion f(z) leicht integrierbar ist: z = 2x + 3

2. Dann muss noch dass dx durch das dz ersetzt werden. Man sagt: dr zu dz
substituieren. Diese geht nicht so ganz einfach, denn z ist ja eine Funktion
mit der Variablen x:

z=2r+3
e
==

dz = 2dx

d

gzdx

3. Ermitteln der neuen Grenzen

2(2)=2-243=7
2(5)=2-5+3=13

4. Umschreiben zur Variablen z:

[ swae= [y

7

i B 11 .% 17724
/f(x)dx=/(2x+3>4dx:/ alg L 15 177243
2 2 7 2 2 5 7 5
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Das néchste Beispiel ist eine sehr einfache Funktion, um die Umrechnung der
Grenzen anschaulicher zu machen. Es werden die Rechnung mit und ohne Sub-
stitution gegeniiber gestellt:

/3( +1)%d —1( +1)43—1 g Lo
L A T3 17T

Mit der Substitution

z=x+1
dz
/
:—:]_
- dx
dz =dx
2(3) =
2(1) =2
’ 3 Y s P R VR
1)’ dx = de = - =—-4"——-.2"=60
/1(93+)x/22x4224 1

Wenn Sie die Stammfunktion ermitteln mochten, miissen Sie noch ,,zuriick sub-
stituieren®.

flz) = (22 +3)*
1. Wéihlen Sie einen Term als z. Die Wahl sollte so erfolgen, dass die entstan-
dene Funktion f(z) leicht integrierbar ist.
z=2r+3
z—3
2

2. Dann muss noch dz zu dz substituiert werden!

xr =

z=2r+3
i
==

dz = 2dx

d

©_da

3. Umschreiben zur Variablen z:

/f(x)dSC2/(2x+3)4d:c:/z4%dz

1
= —25
10
1
F(r) = 1—0(2x +3)°

F(z)



KAPITEL 4. INTEGRATIONSVERFAHREN 166

4.9 Aufgaben zur linearen Substitution

Aufgabe 4.23 Bestimmen Sie das Integral:

[ =
—dx
3 dr+5
(Losung siehe Seite [167).

Aufgabe 4.24 Bestimmen Sie das Integral:

2
/ e2x+5 dx
0
(Losung siehe Seite [I67).
Aufgabe 4.25 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

_r+3

d
T —4 v

f(z)
(Losung siehe Seite [IGS]).
Aufgabe 4.26 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

6x+5d
= T
2+ 3

()

(Losung siehe Seite [[69).
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4.10 Losungen

Zu Aufgabe:

==
—dx
3 4LL’+5
z=4x+5
dz
— =14
dx
d
Zzzdx
2(3) =17
z(5) =25
5 1 25
/7dx:/ Ldz
3 V4r+5 17 Az
2

1
z72dz

25

N
NI

—_

o |

Il
T |\
—_
BN
at
o= = ]
|
|

17

=

| I
—_ [\~
-~ ot

0

T 1
N —

J

DN | Ot

Zu Aufgabe:

z=2r+5
dz
9
dx
d
—Z:dx

167
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1

5 2

1 79

— —ez

],

e e

)

Zu Aufgabe: 4.25

f(:c)—z+3
o —4
z=x—4
z+4 ==z
dx
1=—
dz
dz = dx

/I+3dx:/z+7dz:/f+zdz
r—4 z z oz
7 1
:/1+—dz:/1—|—7-—dz:z+7ln(z)
z z

Fz)=2—4+TIn(z —4)
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Zu Aufgabe:

6x + 5
z=2x+3
z—3_x
5=
dz
— =2
dx
1
§dz:dx
6x +5 1 z—3 1
:/3(2—3)+5dz
2z
:/32—9+5dz
2z
/3Z_4dz
2z

= gz —2In(2)
Plz) = §(2x+3) 9 In(20 + 3)
Fla) = 29 onr 4 3)

F(z) =3z +45—2In(2z + 3)

da aber nur eine Stammfunktion gefragt ist:

F(z) =3z —2In(2x + 3)

169
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4.11 Awufgaben zur Substitution

Aufgabe 4.27 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

flz)=2xv1—2a?

(Losung siehe Seite [[72).
Aufgabe 4.28 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

_ In(x)™

f(x) n# -1

(Losung siehe Seite [[72).
Aufgabe 4.29 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

1
In(x) -z

fx) =

(Losung siehe Seite [I73]).
Aufgabe 4.30 Bestimmen Sie die Stammfunktion:
f(z) = (In(x))*
(Losung siehe Seite [[73).
Aufgabe 4.31 Bestimmen Sie die Stammfunktion:
f(z) =In(vz) -V
(Losung siehe Seite [I74]).
Aufgabe 4.32 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

(In(z))*

X

fz) =

T =e°

(Losung siehe Seite [I77]).

Aufgabe 4.33 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

24 1In(x)
1) = @)

T =€

(Losung siehe Seite [I77]).

Aufgabe 4.34 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

()

oz
22243

(Losung siehe Seite [I78]).
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Aufgabe 4.35 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

1

f($):m

(Losung siehe Seite [[79).
Aufgabe 4.36 Bestimmen Sie die Stammfunktion:
f(z) = xIn(z)

T = e
(Losung siehe Seite [IT]).
Aufgabe 4.37 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

f(x) =8V4z?2 +1-xdx

(Losung siehe Seite [I82]).
Aufgabe 4.38 Bestimmen Sie die Stammfunktion:

f(x) =eV®dx

(Losung siehe Seite [I82]).
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4.12 Losungen

Zu Aufgabe:

Zu Aufgabe:

172
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/ln(x) dxz/z—-xdz
T T

= / 2" dz

_ 1 n+1
(2) =~ 1
. 1 n+1
(1) = — = In(z)
Zu Aufgabe:
fla) = —
= In(x) - x
z = In(z)
r=e°
dr_ .
dz
dr=¢*-dz

= %dz
F(z) =1In(z)
F(z) = In(In(x))
Zu Aufgabe:
f(x) = (In(x))’
z = In(x)
dr |
5, =¢

dor = e dz

173
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/ (In(z))? da

= /zzez dz
= 2% — /2262 dz
= 2%e% — (262 — /262 dz)

22e* — 2e” + / 2e* dz
22e* — 2z + 2¢°

= (22— 22+ 2)
(2) =¢* (22—2z+2)
(x) = ((ln(m)) —2In(z) + 2)
F(z) =  ((In(z))* — In(2?) + 2)

Zu Aufgabe: 4.37]
f(@) = n(va) - V&

Es gibt zwei Moglichkeiten zu Substituieren:
1. Moglichkeit

2=+
x =z’
dx

— =2

dz N
de =2z -dz

/ln(ﬁ)-ﬁ:/ln(2)~z~2zdz

= / In(z) - 22%dz
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/m (V) Vi = /ln(z)-2z2dz
=2/32" - In(z) — /2/3z3 : %dz

=2/32" - In(z) — /2/3z2dz

(
=2/32" - In(z) — 2/92°
F(z) =2/32% -In(z) — 2/92°

F(z) =2/3 (V)" In(va) - 2/9 (Va)’

mit: oln (\Rx)) —1In (\/(I)2) = In(z)

3

z2 (3 1In(x)—2)

F(z) = 9
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2. Moglichkeit

z=1In(Vx)
e* =z
622 =7
dx
- 2 2z
dz ¢
dr = 2% dz
/ln (\/E) VT = [ 2e* 267 dz

/1n(\/§) -\/5—2/263“(12
2 3z 2 3z
:§z —/ge dz
— 2 3z 2 3z
= gze” —ge
F(z) = %ze?’z — ge?’z
Fa) = 3t (va) - (V) = 5 - (va)'
Pla) = 5 ((v2)") - (Vi)' = 5 - (va)°
F() = 3in(a) - (vVa)' — 2 - (V&)°
F(z) = %ln(:c) x? — g cx?
Flz) = z2 (3In(z) — 2)
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Zu Aufgabe:

fla) = S
xr=e"

In(z) =z
dv |
7= ¢
dr =e*dz

/de:/z—jezdz

_1s
5
1
F(r) = & (In(@))
Zu Aufgabe:
2+ In(x)
@) = @)
xr=e°
In(z) = 2z
d_x — ez
dz
de =e*dz

2 + In(z) B 24z o ds
/am«m»“‘/ﬁ@w>d

Nochmalige Substitution:

t=2—=z
z=2—1
dt

= -1
dz

dt = (=1)dz

(—=1)dt =dz
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/(-1)?&
[t

Dieses Integral wird mit der Produktregel gelost:

Da die einfachste Stammfunktion gesucht ist:
F(z) = (—4)In(2 — In(z)) — In(x)

Zu Aufgabe: 4.34]

fle) = 212 43
2=
dz
9
dx v
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€T 1 1
do = y
/2x2+3 v /2z+32 g

1
= d
/ 4246 -
Nochmalige Substitution:
t=4z+6
t—6
z=—
4
dt
Ty
dz
dt =4dz

T 1
do = d
/2x2+3 v /4z+6 -
11
— [t
/t4

1 1
- [ —at
i/
1
:iln(4z+6)
1
:Zln(4x2—|—6)
1
F(x)ziln(4x2+6)
Zu Aufgabe: 4.35
C dr+ 64T
=
2=z
dx
2. =
- dz
2zdz = dx
1 1
——dr = | ———22d
/4x+6\/5 . /4z2+6z =as
2
= d
/4z+6 -
1

:/2z+3dz
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t=22+3
dt
R
dz
dt =2dz

1 1
 r= [ ——d
/4:)5+6\/Ex /22+3Z
11
R
/i
1
/—dt
/

,_.
[}

—~
~

SN—

180
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Zu Aufgabe:
f(z) = xIn(z)

z

r=e

In(z) =z
doe
= ¢
dr = e* dx

/xln(m) dx = /ezz-ezdz: /e2zzdz

= —2%In(z) — -x

F(z) = =2*In(z) — sz

oder:

F(z) = 2* In(v/7) -

X

o | =

181



KAPITEL 4. INTEGRATIONSVERFAHREN

Zu Aufgabe: 4.37
f(z) =8V4a? + 1 -xdx

=422 +1
dz
Bl
dx .
dr = 8z dz

/8v4$2+1-xdx:/\/5dz:§zg

2
P(z) = S(4a® + 1)2
Zu Aufgabe: 4,38

f(z) =eV®dx
2=z
2=z
dx
9, =
: dz
2zdz = dx
/eﬁda?: /ez-dez
u(z) =2z v(z) = ¢€*
u'(z) =2 V'(2) =¢€*

=2e¢*(z—1)

F(x) =2eV(\z — 1)
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4.13 Partialbruchzerlegung

(Nicht mehr im Lehrplan!!!)

1. Bestimme:

Losungshinweis:
5¢.—3 __ 3 2
22—z =z + z—1

Tip: # und (x—1) sind die Nullstellen von (2 —z). Die Werte fiir die Zéhler
ergeben sich aus einer einfachen Gleichung:

— A B Alx —1 B
2 x x-1 2 —x
Ar+ Bxr — A=5x—3
= Axr+ Br =5z ; und — A=-3

= A=3 und B=2

T

2.
622 — 1
/ b vt ]y,
3 —x
Losungshinweis: Suche zuerst die Nullstellen des Nenners (0, 1, -1), schreibe
diese dann so auf:
62> —x+1 A N B C
B-x oz r—1 x+1
und bestimme dann A, B, C. Schreibe dazu die rechte Seite auf einen Bruch
Alz—=1)(z+ 1)+ B(zx)(z+ 1)+ C(x)(x — 1)
z(r—1)(z+1)

ausmultiplizieren ergibt fiir den Zahler:

62°+(—1)x+1 = Ar*— A+ Ba*+Bar+C2*—Cx = 1*(A+B+C)+2(B—C)+(—A)

—A=1= A=-1,

(B-C)=—-1und (A+B+C)=6 =B=3,C=14

6a2—a4+1 _ —1 3 4

e S N J X |

3.

Losungshinweis:
z+5 _ A B
T + 2

/x4;5 e
T
2

A und B ergeben sich aus dem Koeffizientenvergleich: A =1, B =5
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Lésungshinweis:
x+5 A B

r+5
—d
/<x—2>2 '
(x 2) _'_(:c 2)2

X und B ergeben sich aus dem Koeffizientenvergleich: A =1, B =7

5. Nun noch ein sehr kompliziertes Beispiel, um zu schauen, ob Du es verstan-
den hast:
/ x+1 d
o(w—22
Losungshinweis:
Suche zuerst die Nullstellen des Nenners: 0, und 2 x 2:

r+1 _é+ B . C
vz —-12 2 -2 (v-—2)2

Bestimme nun A, B, C: Suche den Hauptnenner:z(x — 1)?. Erweitern ergibt
im Zéhler:
Az? —4Ar + A+ Ba? - 2Bz + Cox =2+ 1

2 (A+B)+2(—4A—-2B+C)+ (4A) =z +1

Der Koeffizientenvergleich ergibt: A = 0,25
A+B=0= B =-0,75
(-(2A-B+C)=1=C=0,75

rz+1 1 -3 3

@12 dz =1 dz=17

6. Wenn der Ziahlergrad grofer ist als der Nennergrad: Erst Polynomdivision!



Kapitel 5

Logarithmusfunktion

In diesem Kapitel wollen wir die Logarithmusfunktion untersuchen. Dies ist die
Umkehrung der e-Funktion und von daher schon interessant, aber die Beschéf-

tigung mit dem Logarithmus wird uns auch eine Antwort liefern auf die Frage

nach der Stammfunktion von f(x) = 1. Dies versetzt uns dann in die Lage mehr

=z
Funktionen zu integrieren.

5.1 Regeln — Uberblick

Da der Logarithmus die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist, ist der
Logarithmus nur fiir Werte groflier als null definiert.

1. log, ist der Logarithmus zur Basis a.
2. 1g ist der Logarithmus zur Basis 10.

3. In ist der Logarithmus zur Basis e.
5.1.1 Rechenregeln

In(a - b) = In(a) + In(d) (5.1)
In(a/b) = In(a) — In(b)
In(a®) = b - In(a)

5.1.2 Beweise mit Hilfe der Differentialrechnung

Man kann die Logarithmusregeln elementar mit Hilfe der Potenzgesetze beweisen
(siehe E-script). Hier sollen nun alternative Beweise gezeigt werden mit Hilfe der
Differentialrechnung.

185
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1. Zu Zeigen:
In(a-z) =In(a) +In(z) a€R
Wir untersuchen dazu die Funktion:

f(z) = In(az) und g(z) = In(x)

Deren Ableitungen sind gleich:

Wenn deren Ableitungen gleich sind, konnen sich die Funktionen g und f
nur um eine Konstante ¢ unterscheiden:

flx) =g(z)+c

Um diese Konstante zu bestimmen setzen wir fiir z 1 ein.

f)=9(1)+c
In(a) =In(1) + ¢
In(a) =0+c¢
In(a) = ¢
Damit gilt:
In(az) = In(x) + In(a)
2. Zu Zeigen:

In(z?) = b - In(x)
Wir untersuchen dazu die Funktion:
f(z) = In(z?) und g(z) = In(x)

Deren Ableitungen:

Wir bestimmen einen Zusammenhang fiir die Steigungen und integrieren
beide Seiten:
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Die Konstante ¢ lasst sich bestimmen durch einsetzen der 1:

f(1)=In(1*)=In(1) =0
g(1)=1In(1) =0

Da beide Funktion bei # = 1 denselben y-Wert haben, ist ¢ = 0.

In(z*) = a - In(x)

5.1.3 Spezielle Werte des Logarithmus

5.2 Ableitung

In diesem Abschnitt wird die Ableitung von f(z) = In(z) untersucht. Wir werden
sehen, dass gilt:

() = ()
fie) ==

Dieses Ergebnis schliefit endlich die Liicke der Integrationsregel:

fa) =" n# 1

n+1

:n+1x

Bei beiden Beweisen zeigt es sich, dass man mit dem Bruch aus dem Stei-
gungsdreieck: g—g eben wie mit einem Bruch umgehen kann. Das bedeutet vor
allen Dingen, dass man den Kehrwert bilden kann. Das ist erstmal ja so nicht
selbstversténdlich. Denn man bildet schlielich einen Grenzwert. Aber diese Er-

kenntnis wird eigentlich verschwiegen und nur benutzt.

5.2.1 Ableiten mit Hilfe der Umkehrfunktion

In diesem Abschnitt bestimmen wir die Ableitung von In(z) mit Hilfe der Um-
kehrfunktion: . Denn die Ableitung von e* kennen wir schon. In Abb. ist die
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y
10+

R

w0

Abbildung 5.1:
In dem Bild sind die Graphen der Funktio-
nen In(x), e* und = zu sehen. Da In(z) die
Umkehrfunktion zu e” ist, ist der Graph von
In(x) der an der Ursprungsgerade gespiegelte
Graph von e”.

e-Funktion und ihre Umkehrfunktion In(z) gezeichnet. Der Graph der Umkehr-
funktion von e® ergibt sich, wenn man den Graphen von e” an der Ursprungsge-
raden (h(z) = x) spiegelt. (Und umgekehrt.)

Wir untersuchen:

Wir kennen die Ableitung der Umkehrfunktion. Dies wollen wir uns nun zunutze
machen. Die Umkehrfunktion ist eine Funktion namens x mit der Variablen y.
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y
10 +

o

w0

Abbildung 5.2:

In dem Bild sind die Graphen der Funktionen In(z), €”
und die Ursprungsgerade x, an der gespiegelt wird, zu
sehen. Die Steigungsdreiecke sind auch gespiegelt.

Also miissen wir auch nach y ableiten.

x(y) = e’ (5.4)
x(y) = e’
dx y

Ableiten heifit, das Steigungsdreieck immer kleiner machen und dann den Grenz-
wert zu betrachten. Beim Steigungsdreieck steht im Zahler die Differenz der Funk-
tionswerte, in diesem Fall Az, weil die Funktion so heifit. Im Nenner steht die
Differenz der Variablenwerte, das ist in unserem Fall aber dann Ay, weil die
Variable ja y ist.

Warum muss das so komisch sein?
Naja, wir untersuchen ja y = In(x). Und da ist alles wie gewohnt. Die Variable
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ist =, die Funktionswerte sind die y-Werte. Aber bei der Umkehrfunktion ist eben
alles vertauscht. Und das brauchen wir aber auch leider.

Jetzt bestimmen wir die Ableitung von In(x): Dazu aber benétigen wir einen
Trick aus der Bruchrechnung:

dy

1 =2
(In(z)) e
dy

—-1.-2

dx
da
dy
1

dx
dy

Bruchrechnung

=1:

Die erste Zeile bedeutet den Grenzwert der Steigungsdreiecke zu bilden. Um zu
glauben, dass der Rest der Umformungen stimmt, reicht es von unten nach oben
die Gleichheitszeichen zu iiberpriifen.

Z—“’y‘: kennen wir schon. Siehe Gleichung Also mit y = In(z) gilt:

(@) = 3
1
dx

dy
1

ey

Jetzt stellt sich natiirlich die Frage, was e¥ denn nun ist. Das wissen wir auch
schon aus der Gleichung [5.4]

(n(z)y = 2
1

Bisher haben wir stillschweigend die Schwierigkeiten des Logarithmus umgan-
gen: In(x),z > 0. Also in Kurzform zum Merken:
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Wenn wir nun das Differenzieren umkehren, und das Integral von 1/x bilden
wollen, dann gibt es ein Problem. Denn die Funktion 1/z hat auch einen negativen
Ast. Man darf auch negative Werte fiir x einsetzen. Die Losung ist, dass man
Betragsstriche setzen muss:
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5.2.2 Integrieren von <

x

Hier 16sen wir das Integral durch Substitution und erhalten In(z).

fla) =~
x
r=e
z = In(z)
de
L=
dr = e*dz
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5.3 Besonderheiten

In diesem Abschnitt schauen wir kurz auf die Besonderheiten beim Rechnen mit
dem Logarithmus. Wenn Sie Logarithmusfunktionen mit den Logarithmusrechen-
regeln umformen, dann erhalten Sie deutlich einfachere Funktionen zum Unter-
suchen und Ableiten.

5.3.1 Der Definitionsbereich
f(x) =In(x), x>0

Dies ist so erstmal klar, wird aber unangenehm, wenn im Logarithmus noch eine
Funktion steht. Zum Beispiel:

f(z) =1In(2* — 1)
Welche Werte darf x annehmen?

2 —-1=0
r =41

22 — 1 ist also in drei Teile geteilt. Welche Abschnitte sind negativ?
Durch Ausprobieren oder Zeichnen oder gutes Uberlegen

g9()
9
g(0) =
9(2)

—~

2 —1
g 3
-1
3

fl@)=In(2"-1), D,={zecR|z<—1oderz>1}

5.3.2 Rechenregel: Potenzen
Ganz oft erweist es sich, dass man komplizierte Funktionen deutlich vereinfachen
kann. Zum Beispiel:

f(z) =In(2*) =2 In(x)

Es macht nun einen Unterschied, ob Sie die rechte oder die linke Funktion ableiten.
Links miissen Sie die Kettenregel anwenden. Rechts ist die Ableitung trivial:
Links:

Rechts:
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Speziell gilt:

T+ 2

1n< ! ) n((z+2)7") = (—1) - In(z + 2)

Auch diese Funktion lésst sich nach der Umformung deutlich leichter ableiten
bzw. untersuchen.
Wenn Sie den Kehrwert des Argumentes des Logarithmuses bilden wird der

Logarithmus negativ:
In (g) =—1In é
b/ a

5.3.3 Rechenregel: Multiplikation

=1In((2*) - (z +1)%)

=1In(2%) +In((z +1)*)
=21In(z) +3 In(z + 1)
2 3

f'w) = r+1

Wenn Sie dies mit der Produktregel rechnen, benétigen Sie mehr Papier.

5.3.4 Rechenregel: Division

f@):m(ii)
:ln((:c+1)~xi1)

=In(z+1)+1In (xil)
=In(x+1)—In(z —1)

, 1 1
f(x)_x—i-l rz—1
r—1—(x+1)
(r+1)(x—1)
r—1—ax-—1
N 2 —1
—2

2 -1
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5.3.5 Symmetrieuntersuchungen

Wenn Sie die Symmetrie (Achsensymmetrie, Punktsymmetrie oder keins von bei-
den) bestimmen, haben Sie immer f(—x) gebildet und die Gleichheit zu f(x)
(Achsensymmetrie) bzw. zu — f(x) (Punktsymmetrie) untersucht. An einem Bei-
spiel wird die Symmetrie einer Logarithmusfunktion untersucht. Dabei benutzen

Sie das Potenzgesetz:
x+1
=1
)= (25])

Ein erstes Einsetzen, um schon mal eine Ahnung zu erhalten, ob und welche
Symmetrie vorliegt ergibt:

£(3) =0,693
f(=3) = —0,693

Eine Achsensymmetrie konnen Sie ausschlieflen. Es liegt also entweder eine Punkt-
symmetrie oder keins von beiden vor. Zur Punktsymmetrie miissen Sie zeigen:

flz) = =f(=x)
Der Einfachheit untersuchen wir zuerst f(—z) und ,erginzen“ dann spéter in
einem zweiten Schritt das Minuszeichen.

f(—x>=1n<_“1)

-z —1

Um zu einer Gleichheit mit f(z) zu gelangen, muss vor den z jeweils ein positives
Vorzeichen stehen. Also klammern Sie (-1) aus im Zahler und im Nenner:

f(—x>=1n(_‘”“)

—x—1

() GH)

Danach konnen Sie die (-1) aus dem Zéhler und Nenner kiirzen.

Jetzt stimmt die Funktion schon mit f(x) fast iiberein. Nur der Zahler und
der Nenner miissen noch getauscht werden. Wir untersuchen ja aber auch noch
nicht die ganz richtige Funktion:

—f(—x>=—1n(_“1)

()
=
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Das Minuszeichen vor dem Logarithmus 16st sich durch den Kehrwert des Bruches,
also des Argumentes des Logarithmus auf.
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5.4 Kurvendiskussion

Untersuchen Sie die Funktionen nach folgenden Gesichtspunkten:

1.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich.
Untersuchen Sie eventl. Definitionsliicken.

Bestimmen Sie die Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
Bestimmen Sie ob und welche Symmetrie vorliegt.

Bestimmen Sie das Verhalten im Unendlichen, bzw an den Definitionsran-
dern.

Bestimmen Sie die Ableitungen und die Stammfunktion.
Bestimmen Sie die Extrempunkte.

Bestimmen Sie das Monotonieverhalten des Graphen.
Bestimmen Sie die Wendepunkte.

Skizzieren Sie den Graphen anhand Threr Ergebnisse.
Skizzieren Sie bitte erst auf dem Papier bevor Sie kontrollieren.
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5.5 Kurvendiskussionen — Drill

Aufgabe 5.1

f(z) = 2 In(z)
(Losung siehe Seite [199]).
Aufgabe 5.2

(Losung siehe Seite 203]).
Aufgabe 5.3

(Losung siehe Seite 207]).
Aufgabe 5.4
f(z) = V- In(z)
(Losung siehe Seite 212)).
Aufgabe 5.5

(Losung siehe Seite 217]).
Aufgabe 5.6

(Losung siehe Seite R23)).
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5.6 Losungen zu den Aufgaben

Zu Aufgabe:
f(@) = o - In(a)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, = {z € Rjz > 0}

Sie diirfen keine negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen. Null
diirfen Sie auch nicht einsetzen, schliellich kann die e-Funktion ja auch nicht
null werden..

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

fla

x In(z

~— —

0
0 |In(l) =0, der erste Faktor kann nicht null werden, da > 0
1

8
I

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie f(—z) darf nicht eingesetzt werden.

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

xh_)rg@ x In(z) = o0
Denn In(x) wird immer grofler und  wird ebenfalls immer grofler fiir grofier
werdende x-Werte.

limz In(x) =0
z—0

e” geht schneller gegen null als jede Potenzfunktion. Also geht In(x) lang-
samer gegen minus unendlich als x gegen null, wenn = gegen null strebt.
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5. Ableitungen

f”/(l') — _1,—2 _ __1

22
Die Stammfunktion kann man mit Hilfe der partiellen Integration erhalten:

u(z) =In(z), J(r)==z

2% dx

8
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6. Extrempunkt

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =
f
)

I
o o

In(z

(
_I_
In(z

&\_/H\_/

-1

X

Dl @

Bei z = % ist eine mogliche Extremstelle.
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(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(x¢) # 0

f’<§>:0undf”(§) .
(¢) Punkt
() =2m(s) =t men =1 ComE@ =1 (1=

Es gibt ein Minimum bei (%‘ —%)

7. Wendepunkt
notwendige Bedingung: f"(z) =0

Diese Gleichung hat keine Losung. Daher gibt es keine Wendestelle.
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8. Bild

Abbildung 5.3: f(z) = zIn(x)
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Zu Aufgabe:
f(@) = In(a?)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, ={z € Rlz # 0}

Sie diirfen negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen, da die
Werte quadratiert werden. Null diirfen Sie nicht einsetzen, schliefilich kann
die e-Funktion ja auch nicht null werden..

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flx)=0
z In(x) =0 |In(l) =0, der erste Faktor kann nicht null werden, da x > 0
r=1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie
f(=2) =In ((—2)?)
=In (z2)
= ()

Es liegt eine Achsensymmetrie zur y-Achse vor.

4. Verhalten an den Definitionsrindern
Da die Funktion achsensymmetrisch ist, reicht es zu untersuchen, was pas-
siert, wenn x gegen unendlich geht, bzw. gegen 0 geht.

lim In(2?) = oo
T—00

Denn In(z) wird immer grofer fiir grofier werdende x-Werte.

lim In(2?) = oo
T——00

Denn In(z) wird immer grofer fiir grofier werdende x-Werte.

lim In(z) = —oc0
z—0
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5. Ableitungen

flay=2=2"
) = (-2 = =7
" — 4
f(z) =4z P = 3

Die Stammfunktion kann man mit Hilfe der partiellen Integration erhalten:

w(z) =21In(z), J(z)==x

/2 In(z) de = 2z - In(z) —/% 2w dx
=2z - In(z) — /2d$
=2z - In(x) — 2z
= 2z(In(z) — 1)

6. Extremstellen
notwendige Bedingung: f'(z) =0

fl(x)=0
2
i
x

Diese Gleichung hat keine Losung, daher gibt es keine Extremstelle.

Da % < 0 fiir negative x-Werte, ist fiir negative x-Werte die Funktion streng
monoton fallend.

Da % > ( fiir positive x-Werte, ist fiir positive x-Werte die Funktion streng
monoton steigend.
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7. Wendestellen
notwendige Bedingung: f”(z) =0

205

Auch diese Gleichung hat keine Losung. Daher gibt es auch keine Wende-

stelle.
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8. Bild

206

Abbildung 5.4: f(z) = In(z?) = 21n(|z|)
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Zu Aufgabe: [T1]
flz) =2 In(z)
1. Der maximale Definitionsbereich
D, ={z € Rlz > 0}

Sie diirfen keine negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen. Null
diirfen Sie auch nicht einsetzen, schliefflich kann die e-Funktion ja auch nicht
null werden..

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

flx) =0
?In(z) = 0 | In(1)=0
¥ =1 | 0¢gD

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie f(—z) darf nicht eingesetzt werden.

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim 2? In(z) = oo
T—00
Denn In(x) wird immer grofler und x wird ebenfalls immer grofler fiir grofier

werdende x-Werte.

. 2 o
glcl_%x In(xz) =0

e” geht schneller gegen null als jede Potenzfunktion. Also geht In(x) lang-
samer gegen minus unendlich als x gegen null, wenn = gegen null strebt.
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5. Ableitungen

f(a) = 2% In(a)
f'(x) = 22 In(x) + 2* - %
=2z In(x) + x
f"(z) =2 In(x) + 22 - % +1

=2In(z)+2+1
=21In(z)+3

1 11
/x2 In(x) de = gx?’ In(x) — / . gx?’ dx

1 1

= gx?’ In(x) — / §x2 dz
1 11

= gxz In(z) — ? . ?1’2

= Zx2 In(x) — 5 53:2

= 1x2(21n(x) - 1)

208
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6. Extrempunkt

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

fix) =0
20 In(x) +2=0

(2 In(z) + 1) =0,
1
1 =——
(@) = -
_1
€Tr =€ 2

1
r=—
Ve

r =~ 0,6

Bei x = 0,6 ist eine mogliche Extremstelle.

(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(z) # 0

7 -1
f’(0,6:Oundf”(671):2-—+3:2>0

f <e_%> =el.ln (e

(¢) Punkt

1 -1

e 2
-1

T 2
~ 0,18

-1
2e |°

Es gibt ein Minimum bei (

S

7. Wendepunkt

(a) notwendige Bedingung: f”(z) =0

fi(x)=0
2In(z)+3=0
-3
1 = —
() =
-3
r=e>
1
r=—
Ve
Bei x = \/16_3 ist eine mogliche Wendestelle.

0¢ D

2

_%>

209
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(b) hinreichende Bedingung: f”(xy) =0 und f"(xq) # 0

2 .
=0 und f"” <673> =— =22 >0

e2

A

w

(c) Punkt
f (6%3) =e 3 In (e%g> =e3 _73

Es gibt eine Wendestelle bei (\/% 2 6_3).
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8. Bild

Abbildung 5.5: f(z) = 2% In(z)
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Zu Aufgabe:
f(z) = V- In(z)

1. Der maximale Definitionsbereich
D, ={z € Rlz > 0}

Sie diirfen keine negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen. Null
diirfen Sie auch nicht einsetzen, schliefflich kann die e-Funktion ja auch nicht
null werden..

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:
f(x)
VE In(z) =

X

|In(1) = 0, der erste Faktor kann nicht null werden, da z > 0

= o O

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie f(—z) darf nicht eingesetzt werden.

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

lim /7 In(z) = oo

T—00
Denn In(x) wird immer grofler und x wird ebenfalls immer grofler fiir grofier
werdende x-Werte.

lim v/z In(z) =0

z—0

e” geht schneller gegen null als jede Potenzfunktion. Also geht In(x) lang-
samer gegen minus unendlich als x gegen null, wenn = gegen null strebt.
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5. Ableitungen

f(z) = v In(x)

In(x) + 2
2z

B %-2\/7—(1n(x)+2)%
4x
2 (In(x) +2) =

_ Ve Ve Teilen durch einen Bruch

4z
2 — (In(x) +2)
dx \/x
—In(x)
Adx\/x
—In(x)
dx

Loz — (—In(x))4d- 2oz
1622 - x
—4/x + In(z) 6 \/z
1623
2z (=24 In(x) 3)
1622 - \/x - \/x
—2+ 3 In(z)
8x2 - \/x
~ 3n(z) -2

8x2

Nl

7) =

Die Stammfunktion kann man mit Hilfe der partiellen Integration erhalten:

uw(z) =1In(z), V(r)=Vr= r3
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u(x) = In(x) v(z) = %x%
u(x) = % V() =x
/\/Eln(x)dx: gx% ~In(x) —/% : %x%dx
:;x% ln(x)—/gll'%dl’
zgxg ln(x)—g-gxg
= %x% In(z) — ga?%
6 3 4 3
:§flf2 111(,’13')—52172
= SxS(B In(z) — 2)
2 s
F(z) = §x2(3 In(z) —2)
f(x) = v In(z)
In(x
GOBE h
—1
() = 42(;)
() = 3 ln;i)g— 2
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6. Extrempunkt

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

f'(x) =0
In(z) +2 0
2V
In(z)+2=0
In(z) = -2
r=e?
1
T

Bei z = eiz ist eine mogliche Extremstelle.

(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(z) # 0
(=2) _ 2 _ 13

) =2\ no(_ -2\ _ _ _
f(e )—Oundf (e )— oy —46_3—26 >0

(c) Punkt

1 1 N 1 -2
f(;) =—-In(e?)=--(-2)=—
Es gibt ein Minimum bei ( e%‘ —%)
7. Wendepunkt
notwendige Bedingung: f”(z) =0

Diese Gleichung hat keine Losung. Daher gibt es keine Wendestelle.

215
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8. Bild

1
D

1

w

N

1

=
u\
=

N T
w +
N T
X

Abbildung 5.6: f(z) = \/x In(z)
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f(x) = (ij)

1. Der maximale Definitionsbereich

D,={reRjz < -1, 2> 1}

Zu Aufgabe:

Sie diirfen keine negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen. Das
Argument der Logarithmusfunktion hier: z—ﬁ hat eine Nullstelle bei z = 1
und eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel bei x = —1.

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

f(z)=0
1n(i+1) =0 IIn(1) = 0
r—1
r+1
r—1=x+1
—1=+41

Die Gleichung hat offensichtlich keine Losung.

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: existiert nicht.

3. Symmetrie

s = (S55)
- (Enem)
-n(:3)
()
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Es liegt Punktsymmetrie zum Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen / an den Réndern

lim In (x_l) —0
x—1

o771 strebt fiir grofie x-Werte gegen 1. Da der Bruch fiir grofie x-Werte

kleiner als 1 ist, ist der Logarithmus negativ. Der Graph néhert sich von
unten der x-Achse.
) r—1
lim In < ) =0
T——00 x+1
z—1

To7 strebt fiir grofie negative x-Werte gegen 1. Da der Bruch fiir grofie
negative x-Werte gréfler als 1 ist, ist der Logarithmus positiv. Der Graph

nahert sich von oben der x-Achse.

. r—1
lim ln( ):oo
z——1 x+1

Bei dem Bruch néhert sich der Nenner der null, wenn z gegen (-1) strebt,
ist aber positiv. Der Bruch strebt dann gegen unendlich. Also strebt der
Logarithmus auch gegen plus unendlich.

. z—1
hmln( ):—oo
z—1 [L’—}—]_

Der Bruch néhert sich null, wenn = gegen 1 strebt, ist aber positiv. Also
strebt der Logarithmus gegen minus unendlich.
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5. Ableitungen

-1  (z+1)?
r+1 z—1—-2+1)
r—1 (z+1)?
r+1 2
z—1 (z+1)

1 2
z—1 z+1

2
(x —1)(x+1)
ey 2@+ 1)+ (z—1)]
L PR Y P
B —4z
C(r—1)2 (x4 1)2
_ 4z =12 (z+1)? = (—42)2(x — 1) (x + 1)* + (z — 1)?2(z + 1)
(x —D*(x+1)*

kiirzen mit: x — 1 (jeder Summand!)
A =1 (e 41— (—42) 2@+ 1)+ (z = 1) 2(x + 1)
B (x —1)3 (x4 1)*

f///(x)

kiirzen mit: x + 1
A —-1)(z+1) = (4z)2(x+ 1) + (. — 1)2
N (z = 1)* (z +1)°
—4(x —1)(x+1) + 4222 + 24 22 — 2
(x =13 (z+1)3
_ —4(a? - 1) + dz[dx
BRCESVICESYE
_ —4x? 4+ 4) 4 1627
C (z =13 (x4 1)3
B 1222 + 4
C(r—1)3 (x4 1)3
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Die Stammfunktion kann man mit Hilfe der Substitution erhalten:
Zur Erinnerung:

f(x) = In(z)

F(z) =z In(x) —x

Nach den Regeln fiir den Logarithmus gilt:

HGID —In(z —1) —In(z + 1)

Dies kann man jeweils getrennt integrieren. Es gilt jeweils mit entsprechen-

demzzg—zzl
XL

/m(ii) dx:/ln(x—l)dx—/ln(x+1)dx

In(z—1)—(x—1)—[(z+1) In(x + 1) — (x + 1)]
=xz—1)hnz—-1)—(x—1)—(z+1) In(z+1)+ (x+ 1)

J—In(x—1)—z+1—zIn(z+1)—In(z+1)+z+1
=zIn(z—1)—In(zx—1)—xzln(z+1) —In(z+ 1)+ 2

)—In(z+1)) —In(z —1) —In(x + 1) + 2

:%m(iﬁ)) —In(z — 1) —In(z + 1) + 2
)

—In(z —1) —In(x + 1)

, B 2
fo) =5z DG+
/() (x—1)2(x+1)2
gy 1227+
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6. Extrempunkt
notwendige Bedingung: f'(z) =0

f'(z) =0

2 =0
(x—1)(z+1)

Diese Gleichung hat keine Losung. Also gibt es auch keine lokale Extrem-
stelle.

7. Wendepunkt
notwendige Bedingung: f"(z) =0

f'(x) =0

—4x
(x —1)2(x+1)2 =0
rz=20

Null ist leider nicht im Definitionsbereich enthalten, also gibt es auch keine
Wendestelle.
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8. Bild

Abbildung 5.7: f(z) =In (I—_l)

z+1
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Zu Aufgabe: [74]

1. Der maximale Definitionsbereich
D, ={z € Rz > 0}

Sie diirfen keine negativen Werte in die Logarithmusfunktion einsetzen. Null
diirfen Sie auch nicht einsetzen, schliellich kann die e-Funktion ja auch nicht
null werden..

2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: Da die Null nicht eingesetzt werden
darf, gibt es auch keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.

(b) Schnittpunkt mit der x-Achse:

f(z)=0
lng(;”) ~0 (1) = 0
r=1

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse: existiert nicht.
(b) Schnittpunkt mit der x-Achse: (1|0).

3. Symmetrie f(—z) darf nicht eingesetzt werden.

Es liegt weder Achsensymmetrie zur y-Achse noch Punktsymmetrie zum
Ursprung vor.

4. Verhalten im Unendlichen

|
lim n(z)

r—oo X

::0

Denn In(x) wird immer grofler und x wird ebenfalls immer grofler fiir grofier
werdende x-Werte.

. In(x)

lim —= = —

x—0 €x

In(z) geht gegen minus unendlich, wenn x gegen null strebt. Wenn Sie dann
durch eine kleine Zahl teilen, erhalten Sie eine ganz grofle negative Zahl.
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5. Ableitungen

1 —In(x)
2
—1.22 — (1 -In(x))22
_ p
—x — 2z 4 2z In(x)
1

T
—3x + 2z In(x)

4
kiirzen aller Summanden mit x:
~ 2In(x) -3
T
2. 2% — (2 In(x) — 3)32?
() = = -
222 — 622 In(x) + 922

26
—627% In(z) + 1122

26
—6 In(x) + 11
4

Die Stammfunktion kann man mit Hilfe der Substitution bestimmt werden:

z = In(x)
a1
dr x

1

dz = —dx

T

zdz

/m(x)édx:

—

(In(z))?

N~ DN~
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flx) = ln;x)
o) = 1200
iy = 2nlo) =2
() — =8 1n(;) +11
1

F(z) = 5(In(x))”

6. Extrempunkt

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

fi(x) =0
1 —In(z) _0
1 —xln(x) =0
In(xz) =1

Bei z = e ist eine mogliche Extremstelle.
(b) hinreichende Bedingung: f'(zy) =0 und f"(xy) # 0

9 _
fle) = — 5 _ —e %<0
e
(c) Punkt
1
fle) = o
Es gibt ein Maximum bei (e E)
7. Wendepunkt
(a) notwendige Bedingung: f”(z) =0
2 In(z) — 3
N
2In(x) —3=0
3
] —
() = -
3
r = e2

Bei = e ist eine mogliche Wendestelle.
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(b) hinreichende Bedingung: : f”(z) =0 und f"(x¢) #0

. _¢.3
o (e%): 6 2124—11

e2

—9+11
= 1z
e
T
=2¢6
>0
Punkt
, 3
flef) =%
e2
5 e
=—:e
2
3 -3
:—-62
2

Es gibt einen Wendepunkt bei (e!*|1,5¢").
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8. Bild

Abbildung 5.8: f(z) = 2%



Kapitel 6

Umkehrfunktion

In diesem Kapitel betrachten wir die Bildung und Ableitung von Umkehrfunk-
tionen.

Umkehrfunktionen werden benotigt, um Rotationsvolumina auszurechnen, wenn
die Funktion um die y-Achse rotiert.

Andererseits ist z.B. In(z) als Umkehrfunktion der e-Funktion definiert. Dann
muss sich auch die Ableitung aus der e-Funktion ergeben.

Geometrisch lasst sich die Bildung der Umkehrfunktion als Spiegelung an der
Winkelhalbierenden (w(z) = x) deuten.

6.1 Verfahrensschema

Wir schauen uns zuerst ein Beispiel an und iibertragen dann dieses Beispiel in
ein allgemeines Schema.

Beispiel:
Wir untersuchen den rechten Ast der Funktion f(z) = 2%. Dazu erstellen wir eine
Wertetabelle:

2

Yy T

WD —| O]~
o | ||l

Wenn man nun die Umkehrfunktion g(z) bildet, dann ergibt sich folgende
Wertetabelle:

x g(z)
0 0
1 1
i 2
9 3

228
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Wie erhélt man nun diese Werte?
Nun, offensichtlich sind die Spalten einfach nur vertauscht. Also sind die x-Werte
der Umkehrfunktion die y-Werte von f(x), die y-Werte der Umkehrfunktion ge-
rade die x-Werte von f(x).

Dies mag uns zu folgendem Schema zur Bildung einer Umkehrfunktion fithren:

1. Schreibe statt f(x): y.
2. Lose nach z auf.

3. Ersetze alle y durch x und umgekehrt.

flz) =a?

y=a’
+y==x
=y

vV = g(z)

Die Umkehrfunktion des rechten Astes lautet:

Sie konnen natiirlich nur die Umkehrfunkton bilden, wenn Sie hinterher zu
jedem x-Wert nur einen y-Wert erhalten.

Folgende Regel gilt: Sie konnen die Umkehrfunktion einer Funktion f in dem
Intervall (Abschnitt) bilden, in dem die Funktion f streng monoton steigend oder
fallend ist.

Eine Funktion ist streng monoton steigend, wenn f’(z) > 0. Nehmen Sie einen
Punkt des Graphen von f. Wenn Sie ein Stiickchen nach rechts gehen, erhalten
Sie einen Punkt, der ein bisschen gestiegen ist. Also ein groflerer y-Wert. Auf gar
keinen Fall denselben.

Bei unserem Beispiel miissen wir den rechten und den linken Ast der Funktion
f(x) = x? getrennt untersuchen, weil der linke Ast eine negative Steigung hat
(streng monoton fallend) und der rechte Ast eine positive Steigung hat (streng
monoton steigend).

6.2 Ableitung

Die Ableitung der Umkehrfunktion kann man so wie beim Logarithmus durch-
fithren, in dem man die Ableitung durch Spiegelung ermittelt ...
Oder einfacher, so wie bei der Substitution:
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Als Beispiel nehmen wir wieder unsere relativ einfache und bekannte Funktion
f(z) = 2% g(z) = \/y ist dann die Umkehfunktion:

fz) =2
y =2’
dy
dr f'(x)
dy
—~ =2
dx .

Zur Erinnerung, was da so rauskommen muss:

g9(z) =V
g%%Zi%

Doch Vorsicht, hier steht ,,x“ bei der Funktion f und bei der Funktion g. Doch
der Buchstabe hat unterschiedliche Bedeutung.
Wir gehen jetzt aus von der Funktion f(z) = 2?

fla) =2’
y=a’
z(y) =y | Dies ist die Umkehrfunktion g(z)
dy _
dr f'(@)
dy
Y9
dz ’
dz ,
d_y =9'(y)
1
dy 2z
1

q'(y) = | Oder als Funktion von z

1
NG

Sie kbnnen auch von der Ableitung der Umkehrfunktion direkt ausgehen. Wie
auch immer, Sie bilden den Kehrwert vom Bruch dy/dz und miissen dann x, bzw.
y durch seine jeweilige Bedeutung ersetzen.

g9'(x)
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Alternative: g(x) =y = /x

y=+x
=y’
dx
9
dy Y
dy
%—g(x)
dy _ 1
dx Z—Z
B 1
=5
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6.3 Aufgaben zu Umkehrfunktionen

Aufgabe 6.1
Bilden Sie die Umkehrfunktion von:

f(l’) — e2x+5

(Losung siehe Seite 233]).

Aufgabe 6.2
Bilden Sie die Umkehrfunktion:

flz)=2*+42+9

(Losung siehe Seite 233)).

Aufgabe 6.3
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion:

f) = 5" +e7)

Priifen Sie zuerst, ob es eine eindeutige Umkehrfunktion gibt.
(Losung siehe Seite 233]).

Aufgabe 6.4
Bestimmen Sie die Umkehrfunktion:

fla) = (e — )

Priifen Sie zuerst, ob es eine eindeutige Umkehrfunktion gibt.
(Losung siehe Seite 235]).
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6.4 LoOsungen zu den Aufgaben

Zu Aufgabe:

y = 62gv-l-5
In(y) =2z +5
In(y) —5 =2z
—In(y) —25=x
ln(y%) —25=ux
In(yy) —25==x

Zu Aufgabe:

P r4r+9=y
P4 4r=y—9
(x+2)2=y—9+4
(z+2)*=y—5

r+2=—/y—>5od. x+2=+/y—>5
r=-2—yy—>5od.x=-24+y—>5

Es gibt zwei Umkehrfunktionen. Eine fiir den rechten Ast und eine fiir den linken
Ast:

gl(x):—2+\/y—5

g2(x) = =2 —+/y—>5
Zu Aufgabe:
1 x —T
fla) = 5 +e7)
1 —x
Fw) = e =)
Es gibt eine eindeutige Umkehrfunktion, wenn immer gilt:

() >0 oder
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Also suchen wir zuerst die Nullstelle:

1
5(696 —e ") =
ef —e =0
et =e " | Exp.vergleich
T =—x
z=0
f(1)>0
f(=1) <0
Man muss also die Umkehrfunktion fiir zwei Intervalle berechnen:
1. (—o0;0]
2. [0;00)

1
y=(e"+e)

2
2u=¢e" e "
2ye” =e* 41
0=e*—2ye” +1
X —2ye"+1=0 |z =¢€"
22— 2z+1=0
22—z =—1

(z—y)=-1+y
(z—y)=y"—1
s—y=—yP—lod z—y=+12—1
z:y—\/ﬁod.z:y—l—\/y?i—l
e””:y—\/gﬂi—lod.ew:ij\/y?i—l
z=In(y— 12 —1) od. z =In(y + /y?> — 1)

gi(z) =In(z + V2> —1) y€[0;00)
g2(x) =In(z — Va2 —-1) ye€ (—o0;0]

gy ist der ,rechte Zweig“ gespiegelt und g, ist der ,linke gespiegelte Zweig.

234
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Zu Aufgabe:

fla) = e — )
Fa) = e +e7)

Es gibt eine eindeutige Umkehrfunktion, wenn immer gilt:

f(z) >0 oder
f(x) <0
Also suchen wir zuerst die Nullstelle:
1
5(6:0 +e ") =0
e +e =0
ef = —e "

Diese Gleichung kann keine Losung haben, denn der linke Teil der Gleichung ist
positiv und der rechte Teil ist negativ. Es gibt also keine Nullstelle.

fi(x) >0
yZ%(em—e_””)
2y =¢e" —e "
2ue” = e —1
0=e*—2ye" —1
X —2ye" —1=0 |z =¢€®
22 —2yz—1=0
22— 2yz =1

(z—y)?=1+y’
(z—y)’=y"+1
z—y=—/12+1od z—y=+12+1
z:y—mod.z:y—l—\/ﬁ
e =y—yP+lod e =y+ 12 +1
z=In(y— 2 +1) od. z =In(y + /y2 + 1)

Nun gibt es ein Problem, denn wir haben oben festgestellt, dass es nur eine Lésung
geben kann. Hier sind aber zwei Losungen. Dann muss eine der Losungen falsch
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sein.

-y
Vyi+1>y
y—Vy?+1>0

Das Argument des Logarithmus muss immer positiv sein.

g(z) =In(x + Va2 + 1)

236



Kapitel 7

Polstellen

Polstellen und gebrochenrationale Funktionen sind so nicht mehr im Lehrplan im
Weiterbildungskolleg vorhanden. Dieses Kapitel kann also iibersprungen werden.
Polstellen bei Funktionen treten auf, wenn der Nenner null wird (Ausnahme:
siehe stetig hebbare Nullstelle, Kap.: [[.2). Diese Funktionen sind also auch nicht
von ,links“ nach ,rechts“ ohne abzusetzen zeichenbar (man sagt: die Funktionen
sind nicht stetig.)
Bilder zu Polstellen sind: Abb. 0.1 Abb. 0.2 Abb.[0.3] Abb.

7.1 Vorzeichenwechsel bei Polstellen

Die Bilder der Funktionsgraphen bei Polstellen unterscheiden sich dadurch, ob
es einen Vorzeichenwechsel (umklappen der Aste des Graphen) an der jeweiligen
Stelle gibt.

Beispiel:
1

L PRy O PR B PV

Die Nullstellen des Nenners sind bei: © = —1, x = 3, x = 4.

Wenn man nun die Polstellen untersucht, dann beginnen wir ganz rechts in
der Graphik:

1. Das Verhalten der Funktion fiir + gegen unendlich:
Bei grofien Werten fiir x ist f(x) positiv und ndhert sich der x-Achse.

5 ist ein x-Wert, der grofler als jede Polstelle ist und grofler als jede Nullstelle
ist (hier nicht vorhanden).

237
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Abbildung 7.1:
1

N
flz) =27 = @+ D) (2—3)2-(a—4)3

541 > 0
5—3 > 0
5—4 > 0
_I_
f(5) = =+

ESRESEREaE

Der Graph ist positiv und bleibt es auch, weil fiir groflere x-Werte weder
eine Nullstelle noch eine Polstelle kommen.

2. Das Verhalten der Funktion an der letzten Polstelle (z = 4):
3,5 ist ein Wert zwischen den Polstellen bei z = 3 und = = 4.

35+1 > 0
35—-3 > 0
35—4 < 0
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- +

() ()2 (=) () (+)- (=)
Unmittelbar links von = 4 ist der Funktionsgraph negativ und rechts von
x = 4 ist der Funktionsgraph positiv:

Es ist also ein Vorzeichenwechsel vorhanden.

3. Das Verhalten der Funktion an der Polstellen bei x = 3:

0 ist ein Wert zwischen den Polstellen bei £ = 3 und z = —1.
0+1 > O
0-3 <
0—4 0
- -

(+)-(=)2- (=) (- () (=)

Es ist also kein Vorzeichenwechsel vorhanden.

4. Das Verhalten der Funktion an der Polstellen bei 2z = —1:
-2 ist ein Wert zwischen den Polstellen bei x = 3 und x = 4.

-24+1 < 0
-2-3 < 0
—2—-4 < 0
+ +
F(5) = - —+
(=) =22 (=) () (=)
Links von x = —1 ist der Funktionsgraph positiv und rechts von x = —1

ist der Funktionsgraph negativ:
Es ist also ein Vorzeichenwechsel vorhanden.

Merkregel: Wenn der Grad der Nullstelle des Nenners gerade ist, dann ist
kein Vorzeichenwechsel vorhanden und wenn der Grad der Nullstelle ungerade
ist, dann ist ein Vorzeichenwechsel vorhanden.

(Grad der Nullstelle ist der Exponent um der Klammer — bei durchgekiirzten
Briichen: Im obigen Beispiel hat die Nullstelle bei -1 den Grad 1, die Nullstelle
bei 3 den Grad 2 und die Nullstelle bei 4 hat den Grad 3.)
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7.2 Stetig hebbare Liicke

Es reicht nicht nur die Nullstellen des Nenners zu finden.

Der Definitionsbereich fiir x:
D, ={z € R|0# x}
Zur Berechnung der Funktionswerte wird man kiirzen:

ga(x) =1

Die Funktionen f und g stimmen auch iiberall iiberein, bis auf eine Stelle. Namlich
bei x = 0. Dies ist definiert bei g, aber nicht bei f.

Bei der Funktion f fehlt nur ein einziger Punkt. Das bedeutet, dass man f nicht
ohne abzusetzen zeichnen kann (also nicht stetig ist). Dies ist so eine unscheinbare,
so kleine, Liicke, dass man sagt, dass f an der Stelle x = 1 eine stetig hebbare
Liicke hat. Denn man muss ja nur einen kleinen winzigen Punkt ergénzen, damit
man die Funktion f ohne abzusetzen zeichnen kann.

Insbesondere hat die Funktion f bei x = 0 eine Nullstelle im Nenner, aber
keine Polstelle!

7.3 Aufgaben

Aufgabe 7.1 Untersuchen Sie f auf Polstellen und dem Verhalten im Unendli-

chen.
1

fle) = (z—4)(z—5)

(Losung siehe Seite 243]).

Aufgabe 7.2 Untersuchen Sie f auf Polstellen und dem Verhalten im Unendli-

chen.
5

2 -1

fz) =

(Losung siehe Seite 244]).

Aufgabe 7.3 Untersuchen Sie f auf Nullstellen, Polstellen und dem Verhalten im

Unendlichen.
T

2 —1

fz) =

(Losung siehe Seite 245]).
Aufgabe 7.4 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [7.2]
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_

| |
[ |
6 -4 -

-y

D Y
<

Abbildung 7.2

(Losung siehe Seite 240]).
Aufgabe 7.5 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [7.3]

[ — T
-6 -4 -2 D 2 4 6

Abbildung 7.3

(Losung siehe Seite 240]).
Aufgabe 7.6 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [7.4]
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f T T I T X
-6 —41(2 D 2 6

Abbildung 7.4

(Losung siehe Seite 240]).
Aufgabe 7.7 Untersuchen Sie f auf Polstellen und dem Verhalten im Unendli-

chen.
2 —1

(x+2)(x —1)

fx) =

(Losung siehe Seite 247]).
Aufgabe 7.8 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [T.5

[

Hx
-10.8<6-4-2 P12 4 6 810

Abbildung 7.5

(Losung siehe Seite 247]).
Aufgabe 7.9 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [7.6
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<

X

Loy
I
-108%6-4-2 D 2 4 6 810

Abbildung 7.6

(Losung siehe Seite R48)).
Aufgabe 7.10 Geben Sie die einfachste Funktion an fiir Abb. [Z.7

+—
-2

| |
[ [
6 -4

Abbildung 7.7

(Losung siehe Seite 248]).

Aufgabe 7.11 Geben Sie die einfachste Funktion an, die punktsymmetrisch ist
und an der Stelle z = 2 eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel hat.

(Losung siehe Seite 249)).

Aufgabe 7.12 Geben Sie die einfachste Funktion an, die punktsymmetrisch ist

und an der Stelle z = 2 eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel hat.
(Losung siehe Seite 249).

7.4 Losungen
Zu Aufgabe: [7.1]

1
o) = =y
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Die Polstellen:
1. Bei 2 = 4 ist eine Polstelle mit VZW.

2. Bei £ = 5 ist eine Polstelle ohne VZW.

lim =0
Xr—r 00

lim =0
r—r—0Q0

Der Funktionsgraph néhert sich in beiden Féllen im positiven der x-Achse an.
Zu Aufgabe:

5
2?—-1 = 0
z=—1 oder z=1

Da der Zahler keine Nullstellen hat bei x = —1 oder x = 1 sind die Polstellen
bei: z = —1 und z = 1.

1. Das Verhalten der Funktion fiir + gegen unendlich:
Bei groflen Werten fiir x ist f(x) positiv und ndhert sich der x-Achse.

lim =0
xr—r 00

lim =0
T—r—00

2. Das Verhalten der Funktion an der Polstelle bei © = 1:

0 ist ein Wert zwischen der Polstelle bei x = —1 und =z = 1.
Fiir den Nenner gilt:
0°-1<0
_'_
f0)=—==-

Also liegt ein Vorzeichenwechsel vor.

3. Das Verhalten der Funktion an der Polstelle bei 2z = —1:
-2 ist ein Wert links von der Polstelle bei 2z = —1.

Fiir den Nenner gilt:

(=2)> =1>0
===+

Also liegt ein Vorzeichenwechsel vor.
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Zu Aufgabe:

T
?2—-1 = 0
r=-—1 oder z=1

Da der Zahler keine Nullstellen hat bei # = —1 oder 2 = 1 sind die Polstellen
bei: x = —1 und x = 1.
Die Nullstellen von f sind da, wo der Zahler Null wird: x = 0.

1. Das Verhalten der Funktion fiir x gegen unendlich:
Bei groflen Werten fiir x ist f(x) positiv und ndhert sich der x-Achse.

Wenn a sehr grof} ist:
+

=— =+
fl@) ==
lim =0
r—r00
lim =0
T——00

Weil der Grad des Nenners 2 ist und der Grad des Zahlers 1 ist.

2. Das Verhalten der Funktion an der Polstelle bei z = 1:
0,5 ist ein Wert zwischen der Polstelle bei x = 1 und der Nullstelle bei
z =0.
Fiir den Nenner gilt:
052-1<0

f(075):i:_

Also liegt ein Vorzeichenwechsel vor.

3. Bei f(0) ist die Nullstelle, und auch dort ist ein Vorzeichenwechsel (d. h. f(x)
beriihrt die x-Achse nicht, sondern schneidet sie): -0,5 ist ein Wert zwischen
der Polstelle bei z = —1 und der Nullstelle bei z = 0.

Fiir den Nenner gilt:
—0,5°—1<0

f(=05)=—=+

Also liegt ein Vorzeichenwechsel vor.
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4. Das Verhalten der Funktion an der Polstelle bei ©z = —1:
-2 ist ein Wert links von der Polstelle bei . = —1.

Fiir den Nenner gilt:
(=22 =1>0

f(=2) =

Also liegt ein Vorzeichenwechsel vor.

T

Zu Aufgabe: [T.4] Die einfachste Funktion lautet:

1

fle) = (z+2)(z — 3)(z — 4)2

Polstellen:
1. x =4 ohne VZW
2. x =3 mit VZW
3. x = =2 mit VZW

Zu Aufgabe: Die einfachste Funktion lautet:

x
1=y
Polstellen:
1. x = —2 mit VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad

Exponent um die Klammer ist ungerade).

Nullstelle bei x = 0, also muss der Zahler bei x = 0 eine Nullstelle haben.
Da der Graph sich nicht der x-Achse ndhert, kann der Grad des Nenners nicht
grofler sein, als der des Zahlers.

Zu Aufgabe: Die einfachste Funktion lautet:

B —(x—2)
1) = a2y oy
Polstellen:
1. x = —2 mit VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad

Exponent um die Klammer ist ungerade).

2. x = 2 ohne VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad
Exponent um die Klammer ist ungerade).
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Nullstelle bei x = 2, also muss der Zahler bei x = 2 eine Nullstelle haben.
Im unendlichen néhert sich der Graph vom negativen der x-Achse. Darum
muss der Zéhler noch ein Minuszeichen enthalten.

Zu Aufgabe: [7.7]

22 —1
flw) = (x+2)(x —1)
Der Nenner kann umgeschrieben werden zu:
(- 1)(z—1)
fl@) = (x+2)(x —1)

Da der Zahler und der Nenner jeweils eine einfache Nullstelle haben bei x = 1,
hat f bei x = 1 eine stetig hebbare Liicke.
Die bis auf x = 1 identische Funktion ist g:

o+l 1 —1

9() = 12 12

Die Funktion hat eine Nullstelle bei x = —1.

Die Polstellen:
Bei z = —2 ist eine Polstelle mit VZW.

lim, ., ist positiv (Polynomdivision ergibt die Asymptote 1)
lim, , . ist positiv (Polynomdivision ergibt die Asymptote 1)

positiv / negativ Betrachtung:

Von rechts nach links gedacht:
1. Bei z = 0 ist f(x) positiv.
2. Bei x = —1 hat f(x) eine Nullstelle.

3. Zwischen x = —1 und x = —2 ist f(x) dann negativ.
4. Bei x = —2 ist eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel.
5. Bei kleineren Werten als © = —2 ist f(x) positiv.

f(x) néhert sich der Asymptote (a), mit a(z) = —1 fiir kleine Werte von oben

(dann ist =% positiv) und fiir groBe Werte von unten (dann ist —% negativ).

Zu Aufgabe: [T.8 Die einfachste Funktion lautet:

113'2

(z —2)

Der Graph hat eine Nullstelle bei # = 0. Im Zdhler mufl 22 stehen, dafiir gibt
es zwei mogliche Argumente:

fx) =
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1. Der Graph beriihrt die x-Achse, es gibt keinen Durchgang durch die x-
Achse, also muss der Grad der Nullstelle gerade sein.

2. Fiir groBe x-Werte geht der Graph gegen unendlich. Also muss der Grad
des Polynoms im Zahler grofler sein, als der Grad des Nenners. Der Grad
des Nenners ist aber ungerade. Der kleinste mogliche Grad des Nenners ist
1, der des Zahlers dann 2.

Polstellen:

1. x = 2 mit VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad (Ex-
ponent um die Klammer ist ungerade).

Zu Aufgabe: Die einfachste Funktion lautet:

Der Graph hat eine Nullstelle bei x = 0. Im Zahler mufl 2% stehen, dafiir gibt
es zwei mogliche Argumente:

1. Der Graph beriihrt die x-Achse, es gibt einen Durchgang durch die x-Achse,
also muss der Grad der Nullstelle ungerade sein.

2. Fiir grole x-Werte geht der Graph gegen unendlich. Also muss der Grad
des Polynoms im Zéhler grofler sein, als der Grad des Nenners. Der Grad
des Nenners ist aber gerade. Der kleinste mogliche Grad des Nenners ist 2,
der des Zahlers dann 3.

Polstellen:

1. x = 2 ohne VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit geradem Grad (Expo-
nent um die Klammer ist gerade).

Zu Aufgabe: Die einfachste Funktion lautet:

—1

o) = =D —9)

Der Graph hat keine Nullstelle.
Polstellen:

1. x =1 mit VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad (Ex-
ponent um die Klammer ist ungerade).

2.z = 3 mit VZW, also eine Nullstelle im Nenner mit ungeradem Grad (Ex-
ponent um die Klammer ist ungerade).



KAPITEL 7. POLSTELLEN 249

Da der Graph fiir grole x-Werte negativ ist, muss im Zéhler noch ein Minus-
zeichen sein.

Zu Aufgabe: [T.11]

Der Nenner (h(z)) muss an der Stelle z = 2 eine Nullstelle haben, die vom Grad
2 (kleinste gerade Zahl) ist.
Da die Funktion punktsymmetrisch sein soll, muss f auch an der Stelle x = —2
eine Polstelle haben:
h(z) = (z — 2)* - (v +2)?

h(—x) (—x —2)* (—x +2)?
(=D (z+2)] - [(=1)(z — 2)]?
= (=D)*(z+2)- (=1)*(z —2)?
= (z4+2)?% (z—2)?

= h(z)

Der Nenner ist damit achsensymmetrisch!
Darum muss der Zahler punktsymmetrisch sein:

J(w) = (x —2)2 - (z + 2)?
Zu Aufgabe:
1@ = a9
9(z)

Der Nenner (h(z)) muss an der Stelle x = 2 eine Nullstelle haben, die vom
Grad 1 (kleinste ungerade Zahl) ist.

Da die Funktion punktsymmetrisch sein soll, muss f auch an der Stelle x = —2
eine Polstelle haben:

h(z) =(x —2)-(x+2)

h(—z)
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Der Nenner ist damit achsensymmetrisch!
Darum muss der Zahler punktsymmetrisch sein:

X

f(x):(x—2)~(:c+2)




Kapitel 8

Gebrochen Rationale Funktionen

Gebrochen rationale Funktionen sind Funktionen, bei denen in einem Bruch so-
wohl im Zéahler als auch im Nenner Polynom auftreten.

Beispiel: ,

o) = 3$4J::2$ 1
x4 2%

Zuerst wird man die Funktion auf ihren Definitionsbereich hin untersuchen.
Dazu muss man die Nullstellen des Nenner feststellen und sich entscheiden, ob es
Polstellen oder stetig hebbare Liicken sind.

Natiirlich will man auch hier wieder die Funktion auf Nullstellen, Extremstel-
len und Wendepunkte untersuchen. Dazu muss man bei f, f/, f” jeweils Nullstel-
len finden. Die Nullstellen einer gebrochen rationalen Funktion sind die Nullstellen
des Nenners.

Die Integration wird in der Regel nicht gelingen. Es gibt einen Sonderfall, bei
dem man integrieren kann, dazu benotigt man aber die In-Funktion.

Es werden zuerst tabellarische Regeln gezeigt, dann werden verschiedene Bei-
spiele gezeigt, um die Regeln zu verdeutlichen.

Ein zentraler Begriff wird der des ,,Grades” sein.

1. Grad eines Polynoms:
f(x) =527 + 32> + 22 — 1

Grad(f) ist die Angabe nach dem hochsten Exponenten von z: Grad(f) =
7

2. Grad einer Nullstelle:
flay=(z =3 (x=5) - (z—-17)'0

(a) Der Grad der Nullstelle bei z = 3 ist 3

!Beispiele fiir Polynome: 322 + 2x + 4 oder z° — 2.

251
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(b) Der Grad der Nullstelle bei x =5 ist 1
(c) Der Grad der Nullstelle bei z = 7 ist 7

(d) Der Grad der Nullstelle bei x = 10 ist 0, denn dort hat f(z) keine
Nullstelle.

8.1 Schema: Nullstelle - Definitionsbereich

Zuerst wird das Vorgehen beschrieben, und danach werden einzelne Félle unter-
sucht, so dass das Vorgehen verstéandlich ist. Probleme treten auf, wenn eine

Es miissen die Nullstelle im Zé&hler und im Nenner einzeln untersucht werden.

Grob kann man festhalten:
Die Nullstellen im Zahler sind fiir die Nullstellen der Funktion verantwortlich
und die Nullstellen im Nenner verursachen die Polstellen bzw. die stetig hebbaren
Liicken.

Eine Nullstelle im Zahler bedeutet eine Definitionsliicke an der Stelle.

Eine Nullstelle im Zé&hler und eine Nullstelle im Nenner an derselben Stelle:
Grad der Nullstelle im Zahler und Grad der Nullstelle im Nenner beziehen sich
auf diese zu untersuchende Stelle. Es gilt drei Félle zu untersuchen:

1. Grad der Nullstelle im Zéhler = Grad der Nullstelle im Nenner: stetig heb-
bare Liicke
Der y-Wert fiir den zu ergédnzenden Punkt ergibt sich aus dem gekiirzten
Bruch.

2. Grad der Nullstelle im Zahler > Grad der Nullstelle im Nenner: stetig heb-
bare Liicke, wenn man den fehlenden Punkt ergédnzen will, ist der y-Wert
null.

3. Grad der Nullstelle im Zahler < Grad der Nullstelle im Nenner: Polstelle

(a) Grad der Nullstelle im Nenner — Grad der Nullstelle im Zihler ist
ungerade:
Polstelle mit Vorzeichenwechsel.

(b) Grad der Nullstelle im Nenner — Grad der Nullstelle im Zéahler ist
gerade:
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel.

Wenn der Zihler oder der Nenner keine Nullstelle an der Stelle haben, dann ist
der Grad der Nullstelle des Zahlers bzw. des Nenners an der Stelle 0.

(Beachten Sie, wenn Sie eine stetig hebbare Liicke haben ist dort auch eine Defi-
nitionsliicke. )
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Nullstelle bei x=a im Nenner

Polstelle

n—z:
ungerade

Polstelle mit | |Polstelle ohne i?&;:;jtlg
VZW VZW .
Liicke

Abbildung 8.1: Ein Entscheidungsdiagramm, wenn eine Nullstelle bei z = a im
Zéahler und im Nenner von f auftritt. z sei der Grad der Nullstelle im Z&ahler, n
sei der Grad der Nullstelle im Nenner.
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8.2 Verhalten im Unendlichen
Beispiele:

1.

Wenn Sie unendlich grofie Zahlen einsetzen, dann werden die y-Werte immer
groffer werden.

Wenn der Zahlergrad grofler ist als der Nennergrad, dann werden fiir grofle
x-Werte die y-Werte immer groéfer:

lim f(z) — o0

T—r00

2.
3z +1
fla) ==
Wenn Sie unendlich grofie Zahlen einsetzen, dann ist der Zahler zwar immer
grofler als der Nenner, doch das macht irgendwann fast gar nichts mehr aus.
3-1000%+1 3000001 3
1000) = = ~ 2
g ) 4 -10002 4000000 4
Wenn Sie also im Zéhler und im Nenner die gleichen gréfiten Exponenten
haben, dann entscheiden die Vorfaktoren dieses Summanden im Zihler und
Nenner:
) 8x10 + 322 +5 8
lim =—-=14
a—o0 2010 — 49 + 24 —2 2
3. 5
x
1@ = i

Der Nennergrad ist grofler als der Zédhlergrad. Darum werden bei grofien
x-Werten die y-Werte immer kleiner und néhern sich immer mehr der null.

. . 3x
lim f(z) = lim 7 =

0

8.3 Beispiele

8.3.1 f(z)=7
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X

Abbildung 8.2: f(z) = 2 Die Funktion
sieht aus, wie y = 1.

Wenn man sich das Bild dieser Funktion anschaut, dann sieht das Bild aus
wie von der Funktion y = 1.
Nur nicht an der Stelle: = 0. Denn dort ist die Funktion nicht definiert!

flx)=—, D, ={reR[z#0}

x darf jede reelle Zahl sein, nur nicht null!

Das heifit zwischen dem Bild von f(z) und der Funktion y = 1 gibt es einen
ganz kleinen Unterschied. f(z) enthélt keinen Punkt an der Stelle x = 0.

Dies ist aber auch der einzige Unterschied!

Diesen einen Punkt kann man sicherlich ergénzen. Dann ist die Funktion ste-
tig, das heiffit, man kann sie von ganz links bis ganz rechts zeichnen ohne abzu-
setzen.

Darum sagt man, dass f(z) eine stetig hebbare Liicke an der Stelle x = 0
hat.

8.3.2 f(z) =200

(x 4+ 2)(x+5)
(x 4+ 2)?

fz) =
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1. Verhalten gegen Unendlich:
Zahlergrad(f) = 2
Nennergrad(f) = 2

Da Zéhlergrad(f) = Nennergrad(f) gilt, sind bei hohen Zahlen fiir x die
Werte im Nenner gleich. Der Vorfaktor der héchsten Potenz im Zéhler ist
1 und der Vorfaktor der héchsten Potenz im Nenner ist auch 1.

li_)m flz)=1
lim f(z) =1

2. Nullstellen, Definitionsbereich:

(a) Nullstellen des Zihlers:
i. x = —2: Grad: 1
ii. x =—5: Grad: 1
(b) Nullstellen des Nenners: © = —2: Grad 2

Die Funktion ist nicht definiert bei x = —2, da dann der Nenner null wird.
Untersuchung aller Nullstellen (Z&hler und Nenner):
(a) = —2:
Grad der Nullstelle im Zéhler (= 1)< Grad der Nullstelle im Nenner

(=2)
Die Differenz: 2 — 1 = 1 (ungerade)
Bei x = —2 ist eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel vorhanden.

(b) * = —5. Im Nenner liegt an der Stelle keine Nullstelle vor, also hat
f(z) an der Stelle eine Nullstelle.

3. Extremstellen, Wendestellen:

(v +2)(z+5)
flw) = (x +2)?
oy 3
fl@) = (z +2)°
" 6
flw) = (z +2)°
notwendige Bedingung;:
(a) Extremstellen:
fl(x)=0

dies kann nicht sein, weil der Zahler von f’ nie null werden kann.
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(b) Wendestellen:
fi(x)=0

dies kann nicht sein, weil der Zihler von f” nie null werden kann.



KAPITEL 8. GEBROCHEN RATIONALE FUNKTIONEN 258

8.4 Awufgaben

Aufgabe 8.1

Untersuchen Sie folgende Funktion auf Nullstellen, den Definitionsbereich und un-
tersuchen Sie die Definitionsliicken. Bestimmen Sie daiiber hinaus das Verhalten
im Unendlichen.

(z +5)(z + 2)*°(x — 4)°(x — 7)°
(x+6)(x +2)%x(r —4)°(x = 7)°

fz) =

(Losung siehe Seite 260]).

Aufgabe 8.2

Untersuchen Sie folgende Funktion auf Nullstellen, den Definitionsbereich und un-
tersuchen Sie die Definitionsliicken. Bestimmen Sie daiiber hinaus das Verhalten

im Unendlichen.
(. —2)*(z* = 9)

1) = = 2pE =)

(Losung siehe Seite 26T]).

Aufgabe 8.3

Untersuchen Sie folgende Funktion auf Nullstellen, den Definitionsbereich und un-
tersuchen Sie die Definitionsliicken. Bestimmen Sie daiiber hinaus das Verhalten

im Unendlichen.
3(x — 2)%x(2x — 10)?

4(z — 2)*(z — 5)

fx) =

(Losung siehe Seite 262)).

Aufgabe 8.4
Untersuchen Sie folgende Funktion:

x
@) =g
(Losung siehe Seite 263)).
Aufgabe 8.5
Gegeben ist folgende Funktion:
2
x
Julo) = e

1. Geben Sie den Definitionsbereich fiir z und die Art der Definitionsliicke an.

2. Untersuchen Sie das Verhalten im Unendlichen.

w

. Untersuchen Sie die Symmetrie der Funktion.

W

. Geben Sie die Extrempunkte an.
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5. Untersuchen Sie die Funktion auf Wendestellen.

6. Bestimmen Sie die Ortskurven der Extrempunkte.

(Losung siehe Seite 266]).
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8.5 Losungen
Zu Aufgabe: B

(z+5)(z +2)223(x — 4)3(x — 7)?
(x 4+ 6)(x + 2)%x(x —4)5(x = 7)3

fz) =
Der Definitionsbereich von f ist:
D, =R\ {-6,-2,0,4,7}

x ist Element der reellen Zahlen, ohne (\) die Werte der Menge {-6, -2, 0, 4, 7 }.
Ausgeschlofien werden alle Werte fiir z, die Nullstellen des Nenners sind.
Der gekiirzte Bruch lautet:

(x+5)a?

9(x) = (z+6)(x—42(x—7)

Die Grade beziehen sich immer auf die jeweiligen Nullstellen.

e v =—6
Polstelle mit Vorzeichenwechsel, da Z#hlergrad = 0, Nennergrad = 1 (un-
gerade).

e r=-5
Nullstelle, da im Nenner keine Nullstelle bei z = —5.

o =2
stetig hebbare Liicke. Denn der Zahlergrad = 2 und der Nennergrad der
Stelle ist auch (-2).

ez =0
stetig hebbare Liicke. Wenn man den Punkt ergéinzen will, so ist es der
Punkt: (0]0). Denn im gekiirzten Bruch ist bei x = 0 eine Nullstelle.

e v =4
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel. Denn:
Zéhlergrad — Nennergrad = 3-5 = -2.
Also ist die Polstelle gerade.

e rx=06
Polstelle mit Vorzeichenwechsel. Denn:
Zéhlergrad — Nennergrad = 2-3 = -1.
Also ist die Polstelle ungerade.
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Das Verhalten im Unendlichen:
Der Zahlergrad von f = 11
Der Nennergrad von f = 12

Zéhlergrad — Nennergrad = —1
Daraus folgt:

g, flz) =0
Ao, ) =0

Zu Aufgabe:
(z —2)*(2* - 9)
(z —2)3(x—3)

flz) =
Der Definitionsbereich von f ist:
D, =R\ {2,3}

x ist Element der reellen Zahlen, ohne (\) die Werte der Menge {2, 3 }.
oder
D,={xeR|x#2,x+# 3}

Ausgeschlossen werden alle Werte fiir x, die Nullstellen des Nenners sind.
Der gekiirzte Bruch lautet:

o r =2

261

Polstelle mit Vorzeichenwechsel, da Grad der Nullstelle x = 2 im Zahler ist
2, Grad der Nullstelle x = 2 im Nenner ist 3. Die Differenz ist ungerade.

o r=—-3
Nullstelle, da im Nenner keine Nullstelle bei z = —5.

ez =3

stetig hebbare Liicke. Denn der Grad der Nullstelle x = 3 im Zéhler ist 1

und der Grad der Nullstelle im Nenner ist auch 1.
Das Verhalten im Unendlichen:
Der Zahlergrad von f =4

Der Nennergrad von f =4

Zéahlergrad — Nennergrad = 0

Wenn Sie die Klammern ausmultiplizieren, ist der Vorfaktor des Terms mit z*

sowohl im Nenner als auch im Zéhler jeweils 1.
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Daraus folgt:
g o) =1
lim f(z)=1

Zu Aufgabe:
_ 3(z —2)%x(2z — 10)?
1) = =9 m =5

Der Definitionsbereich von f ist:

D, =R\ {2,5)

x ist Element der reellen Zahlen, ohne (\) die Werte der Menge {2, 5 }.
oder
D,={zeR|z#2z+#5}

Ausgeschlofien werden alle Werte fiir z, die Nullstellen des Nenners sind.
(22 —10)> =2 (v — 5)]* = 4(z — 5)*
Der gekiirzte Bruch lautet:

~ 3-4(x—5)?*  3(xz—5)
9(x) = Az —2)(x—5) (x—2)

o =2
Polstelle ohne Vorzeichenwechsel, da Zahlergrad = 2, Nennergrad = 4. Die
Differenz ist gerade.

e r =0
Nullstelle, da im Nenner keine Nullstelle bei z = 0.

e =5
stetig hebbare Liicke. Denn der Z#hlergrad = 2 ist gréfer als der Nennergrad
= 4 der Nullstelle bei 5.

Der zu erganzende Punkt ist: (5/0).
Das Verhalten im Unendlichen:

Der Zéhlergrad von f =5
Der Nennergrad von f =5

Zéhlergrad — Nennergrad = 0
Daraus folgt:

e flo) =3
lim f(x)=3

r—r—00
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Zu Aufgabe: 8.4

1. Der Definitionsbereich
Wir untersuchen den Nenner:

22— 16 = (x — 4)(z + 4)
D, ={zx e R|z# -4,z # 4}
2. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Schnittpunkt mit der y-Achse

(b) Schnittpunkte mit der x-Achse
Hier ist nur der Zéhler entscheidend:

fx) =

Die (einzige) Nullstelle ist bei (0]0).

3. Symmetrie

(x2 — 16)

(22 — 16)
= —f(=)
Es liegt also eine Punktsymmetrie vor.

4. Verhalten im Unendlichen

263

Der Ziahlergrad ist grofier als der Nennergrad und die Differenz zwischen

Zéahlergrad und Nennergrad ist ungerade. Daher gilt:

lim f(z)=—o00 und li_)In f(z) =00

T—r—00

Die Funktion ndhert sich der Aymptote: a(x) = x.
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5. Ableitungen

1'3

(2% — 16)
32%(2? —16) — 2% - 2z
/ _
f ('I> _ ($2 o 16)2
3zt —482% — 22*
- (22— 16)2
3zt — 482% — 22
(22 — 16)?
ot — 4827
(22— 16)2
() = (4% — 92x)(2* — 16)? B (z* — 4827%)2(2* — 16)2z
(22 — 16)* (22 —16)*

o 32x(a + 48)
P =" —1ep

fx) =

6. Extremwerte

(a) notwendige Bedingung: f'(z) =0

fllx)=0
xt — 4822 —0
(22 — 16)?
ot —482% = 0
v (2® —48) =0
r=0,1=—48,
r =48
Mogliche Extremstellen sind bei z = 0, = —/48,
r =+/48.

(b) hinreichende Bedingung: f'(z9) =0 und f"(z¢) # 0
£(0) =0 und £(0) =0

Da f”(0) gilt, deutet dies auf eine Wendestelle bzw. Sattelpunkt
hin und die hinreichende Bedingung ist nicht erfiillt. Wir untersu-
chen also die Stelle auf eine Wendestelle (siche unten).

(V) = 0 und f"(VA8) = 3%3 =0

An der Stelle /48 ist also ein Minimum vorhanden.
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F(—v/48) = 0 und f"(—V48) =

33
——5 <V

Wegen der Punktsymmetrie ist bei —1/48 ein Maximum vorhan-
den.

(c) Extrempunkte

f(V48) = 6V3
f(—V48) = —6V3

Maximum: (—v/48| — 6+/3) und Minimum: (v/48|6 v/3).
7. Wendepunkt

(a) notwendige Bedingung: f"(z) =0

f'(x)=0

32x(x* +48) 0
(22 —16)3

32x(x? +48) =0

z(z? +48) =0

r=0, daz?+48>0

Da 22 + 48 immer grofler null ist, hat der Faktor keine Nullstelle. Es
gibt also einen moglichen Wendepunkt bei z = 0.

(b) hinreichende Bedingung:
Um nun nicht die dritte Ableitung berechnen zu miissen wird das Vor-
zeichenkriterium angewendet:

£7(0) = 0 und
1568
i
1) = 22°
P = 3505 >
1568
//1 - -
F) = =357 >0

Es gibt einen Vorzeichenwechsel. Damit ist bei = 0 eine Wendestelle.

Das macht auch Sinn, schliellich ist die Originalfunktion punktsymme-
trisch. Bei punktsymmetrischen ganzrationalen Funktionen ist immer
bei x = 0 eine Wendestelle.

(¢) Wendepunkt
f(0)=0
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Abbildung 83:  f(r) = i Ein-
gezeichnet ist auch die Asymptote:
a(x) =z

8. Polstellen
Bei £ = —4 und bei = 4 liegt jeweils eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel
vor, da der Nullstellengrad im Nenner jeweils ungerade (1) ist.

9. Zeichung
sieche Abbildung: B3l

Zu Aufgabe:

1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 8.4: f.(x) = ﬁ Einge-

zeichnet sind die Funktionen f;(z) und
f3(x) und die Asymptote: a(x) =z

1. Geben Sie den Definitionsbereich fiir x und die Art der Definitionsliicke an.

D, ={z e R|z # —a}
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Da im Zahler bei —a keine Nullstelle vorliegt, kann es sich nicht um eine ste-
tig hebbare Liicke handeln. Bei x = —a liegt eine Polstelle vor, da der Grad
der Nullstelle ungerade (1) ist, ist es eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel.

2. Untersuchen Sie das Verhalten im Unendlichen.

Der Zihlergrad ist grofler als der Nennergrad, darum gilt:

lim — oo
Xr—r 00

lim — —o
r—r—0Q0

Der Zéhlergrad unterscheidet sich vom Nennergrad um eins, darum existiert

eine Asymptote:
a(r) =x

3. Untersuchen Sie die Symmetrie der Funktion.

Loy =
Jo(=2) (—z+a)

113'2

(—x+a)
# fa(2)
7& _fa(z)

Es liegt keine Achsensymmetrie zur y-Achse und keine Punktsymmetrie
zum Ursprung vor.

4. Geben Sie die Extrempunkte an.

(a) Ableitungen:
2

x
Jlo) = )
. al2a+a)
folz) = wta?
y 20>
fa(x) - (LU-'-CL)s
(b) notwendige Bedingung: f'(x) =0
falx) =0
r(2a+x) 0
(x +a)?
r(2a+z) = 0
=0 oder z=—2a

Bei x = 0 und bei x = —2x sind mogliche Extremstellen.
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fo(0)=0u
2
// 0 -
) ="
fi(=2a) = 0 und
a2
—2
f¥(—2a) = = —
)
i. Falll: a >0
Dann ist ein Maximum vorhanden bei # = —2a und ein Minimum
bei x = 0.
. Fall I: a < 0
Dann ist ein Minimum vorhanden bei £ = —2a und ein Maximum
bei z = 0.
(d) Punkte:
fa(0) =0
(—2a)?
(—2a) = = 4
I ( a) —2a+a “
5. Untersuchen Sie die Funktion auf Wendestellen.
2a?
" o
fa(I) - (ZIZ' + a)g

Der Zéhler wird nicht null fiir ein bestimmtes z. Darum gibt es keine Wen-
destelle.

6. Bestimmen Sie die Ortskurven der Extrempunkte.
Bei (0|0) liegt ein Extremum und verdndert sich nicht.

Das andere Extremum liegt auf der Ortskurve:

fa(—2a) = —4a
T =—2a
y = —4a

=2z

9(x) =2z

(a) Auf dem positiven Ast von g(x) (x > 0 und damit a < 0) liegen die
Minima von f(x).

(b) Auf dem negativen Ast g(x) (z < 0 und damit a > 0) liegen die
Maxima von f(x).



Kapitel 9

Potenzfunktionen

9.1 Potenzfunktionen mit negativen Exponen-
ten

flx)y=2" neNN

Der Definitionsbereich fiir z:

D, ={z € R|0# z}
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10

-10

Abbildung 9.1:
) =2t =2

y
10 4

D

-10 -

Abbildung 9.4:

fla) = o=t = &

107

-10 -

Abbildung 9.2:
fla)=a72=;

10t

Abbildung 9.3:
flx) =273




Kapitel 10

Linearisieren

Wenn man verschiedene Messwerte hat, so kann man durch diese Messwerte nicht
einfach so eine Kurve legen. Unproblematisch ist dies nur fiir einen Computer.
Der Mensch kann mit Augenmafl nur eine Gerade verniinftig durch Messpunkte
legen, so dass die Gerade von allen Messpunkten gleich weit entfernt ist. Nun sind
aber die Messdaten nur in den seltensten Féllen linear.

Wir werden uns nun dem Verfahren der Linearisierung dadurch nédhern, das
wir uns géingige Beispiele anschauen.

10.1 Parabel

Wir simulieren in diesem Abschnitt die Messung einer Parabel (f(z) = 922 + 25)
Dann erstellen wir zwei Diagramme. In das erste Diagramm (Abb.: [[0.]) tragen
wir ganz normal die ,, gemessenen® y-Werte gegen die x-Werte auf, in dem anderen
Diagramm (Abb.: [[0.2)) ziehen wir erst die Wurzel aus den ,Messwerten“ und
tragen diese dann gegen die x-Werte auf.

Unsere ,,Messwerte":

v |y=flz)=92"+25| /y
0 25 0
1 34 3
2 36 4
3 81 9
4 144 12
2 225 15
6 324 18
7 441 21
8 D76 24
9 729 27
10 900 30

Die Vorgehensweise:
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900 }
800 +
700 +
600 + .
500 +
400 +
300 + :
200 + '
100 + ,

Abbildung 10.1: Die ,Messdaten
der Funktion f(x) = 922 ergibt
eine Parabel.

X
10

272

Psorty$
30 T
25T
20 +
15+ .

10+

Abbildung 10.2: Die Wurzel der
»Messdaten” (,/y) gegen x auf-
getragen ergibt eine Gerade. Die
Steigung der - nicht eingezeichne-
ten - Geraden ist 9/3 = 3

X
10
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1. Sie vermuten, dass der Zusammenhang ein quadratischer ist. Also y = ax?.

2. Dann tragen Sie ,/y gegen die x-Werte auf.

3. Wenn dann eine Gerade sichtbar wird, gilt y ~ 22

4. Das Quadrat der Steigung der linearisierten Gerade ergibt den Vorfaktor
vor dem 2. Hier ist die Steigung der Geraden 3, also ist der Vorfaktor 9

y = az’

VY = Vaz?
VB = VaVa?

Auf der rechten Seite steht eine Gerade mit der Steigung m = y/a. a ist dann das
Quadrat der Steigung.

Va=3 ablesen aus der Graphik
m=9
b=25 ablesen aus der Graphik

So lautet die Funktion, die sich hinter der Messung verbirgt:
f(z) =92 + 25

Man kann also zusammenfassen:
Die Funktion wird so weit umgeformt, bis eine Gerade wie mx + b entsteht.
Wenn die Graphen dann jeweils eine Gerade ergeben, dann ist der jeweilige
Zusammenhang gezeigt und die Parameter konnen bestimmt werden.
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10.2 Beispiel exponentielles Wachstum

Sie haben folgende Messdaten:

z |y |In(y)
0 | 1,65 0,50
1 ]1,82 1 0,60
2 12,01] 0,70
312,231 0,80
4 1246 | 0,90
5 12,72 1,00
6 | 3,00 | 1,10
713,32 1,20
10 | 4,48 | 1,50
151 7,39 | 2,00
y
8Ak
1 .
GAV
5Ak
.l .
3+ o ’
21* . + T )
1Ak
0 t t t t t t t
0O 2 4 6 8 10 12 14 16X
Abbildung 10.3:  Die ,Messdaten®
lassen ein exponentielles Wachstum
vermuten.

Aufgrund der Messwerte und des dazugehorigen Bildes
vermuten wir ein exponentielles Wachstum.

y = eax-l—b

In(y) =ax+0b

Sie erhalten auf der rechten Seite eine Gerade. b ist der
y-Achsenabschnitt der Gerade, a die Steigung.

Wenn Sie den Logarithmus der Messwerte (Iny) gegen
x auftragen erhalten Sie eine Gerade.

In(y)

15+ +

0.5 +

(0] t t t t t t t t
0O 2 4 6 8 10 12 14 16X
Abbildung 10.4: Der Logarithmus der
»Messdaten“ (Iny) gegen x aufgetragen
ergibt eine Gerade. Wenn Sie die Gera-

de vermessen, erhalten Sie:
g(z) =0,124+0,5

Aus der Abb. 104 lesen Sie die Steigung und den Achsenabschnitt ab. Der
Achsenabschnitt ist 0,5 und die Steigung ist 0,1:

g(xr) =0,1z+0,5

Somit ist die Originalfunktion ein exponentielles Wachstum:

f(l') — 60,1:(:4-0,5
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10.3 Beispiel beschrinktes Wachstum

Sie haben folgende Messdaten:

v |y |[In(5-y)
0 |3,78] 0,20
1 (389 0,10
2 [ 4,00 0,00
3 4,10 -0,11
1418 -0,19
5 | 426 | -0,30
6 | 4,33 -0,40
7 439 -0,49
10 [ 455 | -0,30
15 | 4,73 | -1,31
20 | 4,83 | -1,78
25 | 4,90 | -2,30
30 | 4,94 | -2,81
y

Aufgrund der Messwerte und des dazugehorigen Bildes
(Abb. I0.5) vermuten wir ein beschranktes Wachstum.
Wir miissen nun zuerst eine Linearisierung herleiten:

y = S — e—km—i—b
e—kx—l—b =9 — y

—kz +b=1In(S —y)

Sie miissen erst die Wachtumsgrenze (S) erraten. Die
Wachstumsgrenze erraten wir aus dem Bild (Abb. [[0.5))
mit 5.

Wenn Sie In(S — y) gegen z auftragen erhalten Sie eine

Gerade (Abb. [0.G).

10

Abbildung 10.5:
lassen ein beschrinktes Wachstum mit ,Messdaten® In(5—y) gegen x aufgetra-

der Schranke S = 5 vermuten.

15

Die

20 25 30
,Messdaten“ Abbildung 10.6: Der Logarithmus der
gen ergibt eine Gerade. Wenn Sie die

Gerade vermessen, erhalten Sie:
g(x) = —0,12 4+ 0,2

Der Achsenabschnitt ist 0,5 und die Steigung ist 0,1. Somit ist die Original-

funktion ein beschranktes Wachstum:

f(l’) _ 6—0,1x+0,2
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10.4 Beispiel logistisches Wachstum

Sie haben folgende Messdaten:

T Yy ln(i — %)

0 |2,00] -1,099

; ??Z :;’ggg Aufgrund der Messwerte und des dazugehorigen Bildes

5 4’ 31 _2’ 299 (Abb.: [[0.7)) vermuten wir ein logistisches Wachstum.

1 5’ 08 _3’ 199 Wir miissen nun zuerst eine Linearisierung herleiten.

7 5’ G 4’ 999 Die Rechnung ist ,,interessant“. Darum gibt es zu jedem
’ ’ Schritt Anmerkungen. Auf die Frage: ,Warum gerade

6 |5,69| -4,699 dieser Schritt?* lautet die Antwort: ,,Damit auf einfach-

7 1583] -5299 stem Wege eine Gerade erscheint “.

8 1590 | -5_899

9 1595 -6,499

10 | 5,97 | -7,099

1 5 )e‘sm:g | S
a Yy

1 L O R | 1

S+(a S)e Y =5
11\ g, 11
- e _ 2 _ ]
G-3)e™=-1-3 o
——

=3
/T\
|
|
~__
+
B =)
/c_nl\ ®
™n
Pl
8
SN—"
I
=
S~ N N7 N

Hier miissen Sie wieder erst die Wachtumsgrenze (S) erraten.
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Aus der Steigung m, die Sie aus dem Bild ermitteln, konnen Sie dann durch
Vergleich k errechnen:

—-Sk=m
-m

A —
S

Aus dem y-Achsenabschnitt b konnen Sie dann a ermitteln:

m(l_l):

a S
1 b

e 5§ °

1_,,1
a S
1_Seb 1
a5 '3
1 Sef+1
a S
B S
CL_Seble

Die Wachstumsgrenze erraten wir aus dem Bild mit 6.

Wenn Sie ln(i — %) gegen x auftragen erhalten Sie eine Gerade. Der Achsen-
abschnitt ist -1,1 und die Steigung ist -0,6:

g(x) =-0,6—1,1

6
a=———-"
6-e 41
=2
_(_0a6)
=2
6
=0,1

Somit ist die Originalfunktion eine logistische Wachstumsfunktion:

B 6
1426062

()

(Der Vorfaktor der e-Funktion betréigt 2 —1 =95 —1=2.)
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w
T
+
1 1 1 1 1 1 1 1
o N o o0 A WO N PP O PP
+

Abbildung 10.7: Die ,Messdaten“ las-  Abbildung 10.8: (ln(i — 4)) gegen

sen ein logistisches Wachstum mit der aufgetragen ergibt eine Gerade. Wenn

Schranke S = 6 vermuten. Sie die Gerade vermessen, erhalten Sie:
g(x) =—0,60 — 1,1
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10.5 Arbeitsblatter
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10.6 Bevolkerung - Deutschland

Die Bevolkerungsentwicklung Deutschlands.

Jahr | Bevolkerung, in Tsd. Jahr | Bevolkerung, in Tsd.
1871 40.997 1970 78.069
1880 45.095 1980 78.397
1890 49.241 1990 79.753
1900 56.046 2000 82.260
1910 64.568 2001 82.440
1925 63.166 2002 82.537
1935 68.871 2003 82.532
1939 69.314 2004 82.501
1950 69.346 2005 82.438
1960 73.147 2006 82.315

“Gebietsstand: 31.12.1937

Tabelle 10.1: Quelle: Statistisches Bundesamt: Statistisches Jahrbuch 2007, Lange Reihen. Von 1871 bis
1939 Reichsgebiet. Ab 1950 sind die Bevolkerungszahlen fiir Westdeutschland und Ostdeutschland zusammen-
gefasst.

Die Daten aus Tabelle: 0.1 sind in Abb.: dargestellt.
Nehmen Sie 83 Millionen als Grenze der Bevolkerung. Lassen Sie Thre Jahres-
zéhlung bei 1860 beginnen. x = 0 entspricht dann dem Jahr 1860.

1. Modell: Lineares Wachstum

(a) Bestimmen Sie aus Abb.: [[0.9 eine lineare Funktion: lin}V .
(b) Bestimmen Sie aus der Funktion linW, wann die Bevolkerungszahl

null betrug.

2. Modell: Beschrianktes Wachstum
In Abb. ist die Jahreszahl gegen In(83 — y) aufgetragen.

(a) Bestimmen Sie aus Abb.[I0.I0eine beschr. Wachstumsfunktion: beschW.
(b) Bestimmen Sie aus dieser Funktion, wann die Bevolkerungszahl null

betrug.

3. Modell: Logistisches Wachstum

In Abb. I0.IT]ist die Jahreszahl gegen In (i - %) aufgetragen.

(a) Bestimmen Sie aus Abb. [0.11] eine log. Wachstumsfunktion: logW'.

(b) Bestimmen Sie aus der Funktion logW, wie grof} die Bevolkerungszahl
im Jahre null war.
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85
80
75
70
65
60
55
50
45
40
35
30
25
20
15
10

5

0

1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.9: Die Bevolkerungsentwicklung ,,Deutschlands®.
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*og

+
o

_1 1 1 1 1 1 1 1

1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.10: Die Bevolkerungsentwicklung ,,Deutschlands®.
In(83 — y) gegen z aufgetragen.
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_5 | | | | | | |
1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.11: Die Bevolkerungsentwicklung , Deutschlands®.

In (i — 8—13> gegen x aufgetragen.
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10.7 Bevolkerung - Deutschland — Lésung

85 T T T T T T T

80 r .
75 .
70 | e+ .
65 + .
60 | .
55 b .
50 r i i
45 ¢ + .
40 + ° .
35
30
25
20
15
10
5 - -

O | | | | | | |
1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.12: Die Bevolkerungsentwicklung ,,Deutschlands®
versehen mit einer Ausgleichsgeraden und einem Steigunsdreieck:
Ay = 40, Az = 140. Der y-Achsenabschnitt ist 43.

Nehmen Sie 83 Millionen als Grenze der Bevélkerung fiir das beschrankte und
logistische Wachstum. Lassen Sie Ihre Jahreszéhlung bei 1860 beginnen. z = 0
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5
45
4
3.5
3
25
2
15
1
0.5
0
-0.5
-1
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1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.13:

Die Bevolkerungsentwicklung ,,Deutschlands®.

Der Logarithmus der ,Messdaten“ In(83 — y) gegen = aufgetra-
gen. Die Ausgleichsgerade und ihr Steigungsdreieck: Ay = —3,2,

Ax = 140. Der y-Achsenabschnitt ist -4,2.

entspricht dann dem Jahr 1860.

1. Modell: Lineares Wachstum
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_5 | | | | | | |
1860 1880 1900 1920 1940 1960 1980 2000 2020

Abbildung 10.14: Die Bevolkerungsentwicklung , Deutschlands®.

Der Logarithmus der ,,Messdaten® In G - % gegen x aufgetra-

gen. Die Ausgleichsgerade und ihr Steigungsdreieck: Ay = —0,65,
Ax = 140. Der y-Achsenabschnitt ist -3,8.

Nehmen Sie ,naiv* an, dass die Bevolkerungsentwicklung linear verlauft.

(a) Bestimmen Sie aus Abb.: [[0.9 eine lineare Funktion linW.
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Losung
Eine Ausgleichsgerade ist in Abb.: [[0.12] eingezeichnet.

Aus dem Bild erkennt man:

Ay 40
7 - __ ~ 2
Mxe = 120 ° 0280
b=43

Damit ergibt sich die lineare Funktion zu:
linW (z) = 0,286z + 43

(b) Bestimmen Sie aus der Funktion linW/, wann die Bevolkerungszahl
null betrug.

linW(zx) =0
0,286z + 43 = 0
—43
© 70,286
~ —150
Jahr = 1860 — 150
— 1710

Im Jahre 1710 war die Einwohnerzahl Deutschlands nach diesem Mo-
dell null.

2. Modell: Beschrinktes Wachstum
In Abb. ist die Jahreszahl gegen In(83 — y) aufgetragen.

(a) Bestimmen Sie aus der Abb.[I0.I0eine beschrankte Wachtumsfunktion

beschW .
S =283
=32
140
= —0,023
b= —4.2

beschW (z) = 83 — ¢~ 0:0232—4.2
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(b) Bestimmen Sie aus der Funktion beschW, wann die Bevolkerungszahl
null betrug.

beschW (z) =0
83 _ ¢—0028-42 _
3 — 0023242
In(83) = —0,023z — 4,2
In(83) + 4,2 = —0,023z
x~ =375

Im Jahre (1860 - 375 = 1485) war die Bevolkerung null.

3. Modell: Logistisches Wachstum
In Abb. [0.1T]ist die Jahreszahl gegen In (l — i) aufgetragen.

Y 83

(a) Bestimmen Sie aus der Abb. [[0.I1] eine logistische Wachtumsfunktion

logWV'.
S =83
0,65
VT
~ —0,0046
—Sk ~ —0,0046
b= -38
8
‘TS
~ 29
logW (z) 53

" 1+ 1,86¢ 00046z

(b) Bestimmen Sie aus der Funktion logW, wie grof§ die Bevolkerungszahl
im Jahre null war.
logW (—1860) = 0,009

Das sind schlicht 9 Personen.



Anhang A

Glossar

Intervall (= Bereich). Gibt einen Bereich fiir eine Variable an: Man unterschei-
det bei den Intervallen zwischen offenen, halboffenen und geschlossenen
Intervallen. Die eckigen Klammert[] werden bei geschlossenen Intervallen
verwendet, wenn die Zahl zum Intervall dazugehort. Die runden Klammern
werden bei offenen Intervallen verwendet, wenn die Zahl nicht zum Intervall
dazugehort.

Wenn oo ins Spiel kommt, wird immer eine runde Klammer verwendet.
(Das Semikolon trennt die Zahlen hier, um keine Verwechslung aufkommen
zu lassen mit dem Komma.)
[ ]
reN, xe€[3;6]

x kann eine natiirliche Zahl im Intervall von 3 bis 6 sein: x = 3; 4; 5; 6

[
r €N, x€(3;6]
x kann eine natiirliche Zahl zwischen 3 und 5 - ohne die 3 sein: x = 4;
5; 6
[
r €N, x€(3;6)
x kann eine natiirliche Zahl zwischen 3 und 6 sein: x = 4; 5.
[

r€R, x€]3;6)

x kann eine reelle Zahl zwischen 3 und 6, ohne die 6 sein. Mogliche
Zahlenwerte fiir x sind: 3; 3,5; 5; 5,8; 5,999.

! Unterschiedliche Biicher und Autoren handhaben dies unterschiedlich. Manchmal werden
offene Intervallgrenzen auch durch eine umgekehrte eckige Klammer dargestellt: |3;5[. Wir
folgen hier z. B. Bronstein, Taschenbuch der Mathematik.
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reR, x€]3;00)
x kann jede reelle Zahl sein, die 3 oder grofer ist.

Monotonie Beschreibt einen Funktionsgraphen:

e Wenn eine Funktion standig steigt ist sie streng monoton steigend:
f(@)>0

e Wenn eine Funktion stindig fillt ist sie streng monoton fallend:
fl(x) <0

e Wenn eine Funktion sténdig steigt aber manchmal auch parallel zur
x-Achse verldauft ist sie monoton steigend:

f'(x) 20

e Wenn eine Funktion stédndig féllt aber manchmal auch parallel zur
x-Achse verlauft ist sie monoton fallend:

f'x) <0

Manchmal untersucht man auch nur ein Intervall (Bereich). Dann sagt man
z.B., dass die Funktion in dem Intervall monoton steigend sei.

Wenn eine Funktion streng monoton fallend oder steigend ist, dann gibt es
zu jedem y-Wert nur einen x-Wert. Dann kann man auch eine Umkehrfunk-
tion bilden.

fl@)=2% 220, g(@)=va

Zu f kann man nur fiir die einzelnen Aste (positiv oder negativ) eine Um-
kehrfunktion angeben.

flx)=2% g(z) = log,y()

2% ist streng monoton steigend, also gibt es auch eine Umkehrfunktion auf
dem ganzen Definitionsbereich.

Polynom FEin Polynom ist eine Summe. Jeder Summand besteht aus einer Zahl
und einem x mit einer Potenz. Diese Potenz darf nicht negativ sein und
muss aus den natiirlichen Zahlen sein.

Beispiele, die keine Polynome sind:
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f(x) = sin(z)
Beispiele fiir Polynome:

f(z) =32 +2

f(z)=2" -2z

Polynom FEin Polynom ist eine Summe. Jeder Summand besteht aus einer Zahl
und einem x mit einer Potenz. Diese Potenz darf nicht negativ sein und
muss aus den natiirlichen Zahlen sein.

Beispiele, die keine Polynome sind:

fa) ==
f0) =3

f(x) = sin(z)
Beispiele fiir Polynome:

f(z) =32 +2

flz) =2 —22
stetig Fine Funktion ist stetig fiir alle reellen Zahlen, wenn man sie ohne abzu-
setzen von ganz links bis ganz rechts zeichnen kann. (stetig auf R)
Eine Funktion ist stetig auf einem Intervall, wenn man die Funktion ohne
abzusetzen von der linken bis zur rechten Intervallgrenze zeichnen kann.
Wertebereich Die Wertemenge, welche die y-Werte annehmen kénnen.

Beispiele:
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flr)=2"+1 W={yeR|y>1}
f(x):—xg—l—l W ={y e R}

flx)=2" W={yeR[y>0}



Anhang B
Tabellen

B.1 e

e=2,7182818284590452353602874713526624977572
47093699959574966967627724076630353547594571
3821785251664274274663919320030599218174135
9662904357290033429526059563073813232862794
3490763233829880753195251019011573834187930
70215408914993488416750924476146066808226438
0016847741185374234544243710753907774499206
9551702761838606261331384583000752044933826
5602976067371132007093287091274437470472306
9697720931014169283681902551510865746377211
1252389784425056953696770785449969967946864
4549059879316368892300987931277361782154249
9922957635148220826989519366803318252886939
8496465105820939239829488793320362509443117
3012381970684161403970198376793206832823764
6480429531180232878250981945581530175671736
1332069811250996181881593041690351598888519
3458072738667385894228792284998920868058257
4927961048419844436346324496848756023362482
7041978623209002160990235304369941849146314
0934317381436405462531520961836908887070167
6839642437814059271456354906130310720851038
3750510115747704171898610687396965521267154
6889570350354021234078498193343210681701210
0562788023519303322474501585390473041995777
7093503660416997329725088687696640355570716
22684471625607988265178713419512466520103---
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